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บทคัดย่อ 
งานวจิยันี$ เป็นเรื(องที(เกี(ยวขอ้งกบัปัญหาของการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํ 

ลองระบบประสาท โดยการประยกุตใ์ชฟั้งกช์นัไลปูนอฟในการแกปั้ญหาการมีเสถียรภาพและค่า
เหมาะที(สุดและพฒันาเงื(อนไขความมีเสถียรภาพทีขึ$นอยูก่บัตวัหน่วงเวลาที(ไดม้าในรูปของอสมการ
เมทริกซ์      จากกรณีนี$ เป็นเงื(อนไขที(เพียงพอสาํหรับการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํ      
ลองระบบประสาทที(จะนาํเสนอการปรับปรุงพฒันาผลลพัธ์ของการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุด
ของแบบจาํลองระบบประสาทจะนาํเสนอในตวัอยา่ง 
คาํสําคญั : แบบจาํลองระบบประสาท   เสถียรภาพ ค่าเหมาะที(สุด 
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Abstract 
This research is concerned with the problem of Stabilization and Optimization of Neural 

Networks. The stability problem is solved by applying a Lypunov functional, and an improved 
delay-dependent stability criterion is obtained in terms of a linear matrix inequality. Based on 
this, a sufficient condition for stabilization of the system is presented. The reduced conservatism 
of the proposed stability result is shown through numerical examples. 
Key words: Neural Networks, Stabilization, Optimization 
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คํานํา 
 

เนื(องจากขา้พเจา้ไดท้าํงานวจิยัและตีพิมพผ์ลงานวจิยัร่วมกบั Prof. Dr. Vu Ngoc Phat และ 
Prof. Dr. Dr. h.c. Norbert Herrmann ซึ( งเป็นผูเ้ชี(ยวชาญทางดา้น Control theory, Modeling and 
Optimization ที(มีผลงานวจิยัและตีพิมพม์ากมายเป็นที(ยอมรับในระดบันานาชาติและ ไดมี้โอกาส
เชิญท่านมาทาํงานวจิยัร่วมที(มหาวทิยาลยัแม่โจ ้ระหวา่งวนัที( 20 มิ.ย. 2553 จนถึง 17 ก.ค. 2553 และ 
1-5 พฤษภาคม 2554 ซึ( งไดมี้โอกาสแลกเปลื(ยนความคิดเห็นในการวจิยัและพฒันางานวจิยัไปสู่
ระดบันานาชาติร่วมกบัคณาจารยส์าขาวชิาคณิตศาสตร์ มหาวทิยาลยัแม่โจ ้ ดงันั$น ท่านไดแ้นะนาํ
โครงการวจิยัเกี(ยวกบัแบบจาํลองโครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียม ซึ( งเป็นหวัขอ้ที(สนใจของ
นานาชาติและมีประโยชน์อยา่งมากกบัทางการแพทย ์ อีกทั$งยงัมีผูศึ้กษาทางดา้นนี$ เป็นจาํนวนนอ้ย
มากในประเทศไทย ดงันั$นขา้พเจา้จึงไดส้นใจที(จะทาํงานวจิยัในเรื(อง Stabilization and 
Optimization for neural networks เพื(อสร้างองคค์วามรู้ใหม่และพฒันางานวจิยัทั$งระดบัชาติและ
นานานชาติ อีกทั$งมีประโยชน์อยา่งมากกบัทางการแพทย ์ และเผยแพร่สู่ชุมชนในระดบัชาติและ
นานาชาติ และสร้างกลุ่มวจิยัทางดา้น Stabilization and Optimization for neural networks ร่วมกบั
คณาจารยส์าขาคณิตศาสตร์ มหาวทิยาลยัแม่โจ ้และความร่วมกบัต่างประเทศ 
       โครงข่ายประสาทเทียมเป็นการจาํลองการทาํงานของสมองมนุษย ์ ดว้ยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ 
เป็นแนวความคิดที(ตอ้งการใหค้อมพิวเตอร์มีความชาญฉลาดในการเรียนรู้เหมือนที(มนุษยมี์การ
เรียนรู้ สามารถฝึกฝนได ้และสามารถนาํความรู้และทกัษะไปแกปั้ญหาต่าง ๆ มี นกัวจิยัจาํนวนมาก
ไดคิ้ดคน้รูปแบบโครงข่ายประสาทเทียมแบบต่าง ๆ เพื(อนาํมาประยกุตใ์ชอ้ยา่ง กวา้งขวาง การ
ประยกุตใ์ชง้านโครงข่ายประสาทเทียมมีตั$งแต่การใชเ้พื(อตดัสินใจง่ายไปจนถึงงาน ที(มีความยุง่ยาก
ซบัซอ้น ตวัอยา่งการประยกุตใ์ชง้านบางส่วน ไดแ้ก่ งานดา้นการควบคุม งานดา้นการบิน ดา้นยาน
ยนต ์ดา้นการบริหารจดัการ ดา้นการธนาคาร ดา้นการทหาร ดา้นการบนัเทิง และ อื(น ๆ อีกมากมาย   
โครงข่ายประสาทเทียมมีประวติัความเป็นมายอ้นหลงัไปประมาณ 60 กวา่ปีก่อน ในปี ค.ศ. 1943 
Mc Cu loch และ Pitts แห่งมหาวทิยาลยัชิคาโก ประเทศสหรัฐอเมริกา ไดน้าํเสนอ บทความวชิาการ 
“Boolean brain” ซึ( งไดก้ลายเป็นจุดกาํเนิดของการจดัรูปแบบคณิตศาสตร์ของ ประสาทเทียม ต่อมา
ไดมี้นกัวจิยัไดคิ้ดคน้รูปแบบโครงข่ายประสาทเทียมแบบต่าง ๆ มากมาย และ ทุกรูปแบบวธีิจะ
ประกอบกบัวธีิการสอนโครงข่ายดว้ย ซึ( งวธีิการต่าง ๆ จะมีความซบัซอ้นแตกต่างกนัไป โครงข่าย
ประสาทเทียม (artificial neural network: ANN) เป็นการจาํลองการทาํงานโครงข่ายประสาทของ
มนุษย ์ (Biological Neurons) ซึ( งประกอบดว้ยส่วนของการประมวลผลที( เรียกวา่นิวรอน (Neuron) 
ทุก ๆ นิวรอนสามารถมีอินพุตไดห้ลายอินพุตแต่มีเอาตพ์ุตเพียงเอาตพ์ุต เดียว และทุก ๆ เอาตพ์ุตจะ
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แยกไปยงัอินพุตของนิวรอนอื(นๆ ภายในโครงข่าย การติดต่อกนัภายในระหวา่งนิวรอนไม่ใช่
ลกัษณะการต่อแบบธรรมดาทุก ๆ อินพุตจะมีนํ$าหนกัเป็นตวักาํหนดกาํลงัของการติดต่อภายในและ
ช่วยในการตดัสินใจ การทาํงานของนิวรอนในบางโครงข่ายจะถูกกาํหนด ไวต้ายตวั แต่บาง
โครงข่ายสามารถที(จะปรับแต่งไดซึ้( งอาจจะเป็นการปรับแต่งจากภายนอก โครงข่ายหรือนิวรอน
สามารถปรับไดด้ว้ยตวัเอง ในจุดนี$แสดงถึงความสามารถในการเรียนรู้และ จดจาํของโครงข่าย
ประสาทเทียม สมองประกอบดว้ยประสาทจาํนวนมหาศาล (ประมาณ 1011) และมีจุดต่อจาํนวน
โครงข่ายประสาทประกอบขึ$นดว้ยส่วนสาํคญั 3 ส่วน คือ ใยประสาท (nerve fiber หรือ dendrites) 
ตวัเซล(cell body หรือ soma) และแกนประสาทนาํออก (axon) ในแต่ละโครงข่ายประสาทจะ
เชื(อมต่อกนัโดยจุดประสานประสาท (synapse) ซึ( งสามารถเปลี(ยนค่าความตา้นทานไดต้ามสัญญาณ
ที(ส่งระหวา่งกนัของเซลลป์ระสาท การส่งสัญญาณระหวา่งเซลลป์ระสาททาํไดโ้ดยการถ่ายเท
สารประกอบโซเดียมและโพแทสเซียม 
        โครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียม (neural network) หรือที(มกัจะเรียกสั$น ๆ วา่ ข่ายงาน
ประสาท (neural network หรือ neural net) คือโมเดลทางคณิตศาสตร์ สาหรับประมวลผล
สารสนเทศดว้ยการคาํนวณแบบคอนเนคชนันิสต ์ (connectionist) เพื(อจาลองการทางานของเครือ
ขายประสาทในสมองมนุษยด์ว้ยวตัถุประสงคที์(จะรางเครื(องมือซึ( งมีความสามารถในการเรียนรู้การ
จดจาํแบบรูป (Pattern Recognition) และการอุปมานความรู้เช่นเดียวกบัความสามารถที(มีในสมอง
มนุษย ์ แนวคิดเริ(มตน้ของเทคนิคนี$ไดม้าจากการศึกษาข่ายงานไฟฟ้าชีวภาพ (bioelectric network) 
ในสมอง ซึ( งประกอบดว้ย เซลลป์ระสาท หรือ “นิวรอน” (neurons) และ จุดประสานประสาท 
(synapses) แต่ละเซลลป์ระสาทประกอบดว้ยปลายในการรับกระแสประสาท เรียกวา่ "เดนไดรท"์ 
(Dendrite) ซึ( งเป็น input และปลายในการส่งกระแสประสาทเรียกวา่ "แอคซอน" (Axon) ซึ( งเป็น
เหมือน output ของเซลล ์ เซลลเ์หล่านี$ทางานดว้ยปฏิกิริยาไฟฟ้าเคมี เมื(อมีการกระตุน้ดว้ยสิ(งเร้า
ภายนอกหรือกระตุน้ดว้ยเซลลด์ว้ยกนั กระแสประสาทจะวิ(งผา่นเดนไดรทเ์ขา้สู่นิวเคลียสซึ(งจะเป็น
ตวัตดัสินวา่ตอ้งกระตุน้เซลลอื์(นๆต่อหรือไม่ ถา้กระแสประสาทแรงพอ นิวเคลียสก็จะกระตุน้เซลล์
อื(น ๆ ต่อไปผา่นทางแอคซอนของมนั 
 
แบบจาํลองโครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียม ดงัระบบสมการต่อไปนี$   

'( ) ( ) ( ( ))= − + − +x t Ax t BS x t h f  
ซึ( งมี  

( )∈Ω ⊆ nx t R   เป็นสถานะของระบบประสาท  

1{ , , }nA diag a a= K , 0ia ≥ , 1,2,...,i n=   เป็นเมทริกซ์ถ่ายทอด  
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B  เป็นเมทริกซ์ถ่วงนํ$าหนกั 

1 1( ) [ ( ), , ( )]T
n nS z s z s z= K  ซึ( งมี is  เป็น ตวักระตุน้ระบบประสาท 

และ 
' ( ) ( ) ( ( )) ( )= − + − + +x t Ax t BS x t h u t f  

ซึ( งมี  
( )∈Ω ⊆ nx t R   เป็นสถานะของระบบประสาท 

1{ , , }nA diag a a= K , 0ia ≥ , 1,2,...,i n=   เป็นเมทริกซ์ถ่ายทอด 
B  เป็นเมทริกซ์ถ่วงนํ$าหนกั 
( )∈ nu t R  เป็นตวัควบคุม  

1 1( ) [ ( ), , ( )]T
n nS z s z s z= K  ซึ( งมี is  เป็น ตวักระตุน้ระบบประสาท 

 
วตัถุประสงค์ของการวจัิย 

 
ในงานวจิยันี$  เราไดศึ้กษาเเงื(อนไขที(เพียงพอสาํหรับการมีเสถียรภาพและการหาค่าเหมาะ

ที(สุดของแบบจาํลองโครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียม  
แบบจาํลองโครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียม ดงัระบบสมการต่อไปนี$   

' ( ) ( ) ( ( ))= − + − +x t Ax t BS x t h f  
ซึ( งมี  

( )∈Ω ⊆ nx t R   เป็นสถานะของระบบประสาท 

1{ , , }nA diag a a= K , 0ia ≥ , 1,2,...,i n=   เป็นเมทริกซ์ถ่ายทอด 
B  เป็นเมทริกซ์ถ่วงนํ$าหนกั  

1 1( ) [ ( ), , ( )]T
n nS z s z s z= K  ซึ( งมี is  เป็น ตวักระตุน้ระบบประสาท 

 
ประโยชน์ที�คาดว่าจะได้รับ  

 
ไดเ้งื(อนไขที(เพียงพอสําหรับการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํลองโครงข่าย

ร่างแหระบบประสาทเทียม และมีโปรแกรมคาํนวณทางคณิตศาสตร์(MATLAB) ของแบบจาํลอง
โครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียม ซึ( งสามารถนาํไปใชป้ระโยชน์ในทางการแพทยแ์ละชีวะวิทยา
เพื(อสร้างแบบจาํลองโครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียม และนาํไปประยุกตใ์ชใ้นการสร้างระบบ
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ประสาทเทียมในคนพิการและอมัพาตได้ในอนาคตต่อไป และเผยแพร่ผลงานวิจยัการประชุม
วชิาการระดบันานาชาติ และตีพิมพผ์ลงานวจิยัในวารสารระดบันานาชาติ 

 
การตรวจเอกสาร 

 
1. ค�นคว�างานวิจัยท่ีเก่ียวข�อง จัดเตรียมหาข�อมูลท่ีเก่ียวข�องของการมีเสถียรภาพและค"าเหมาะท่ีสุด 
   ของแบบจําลองระบบประสาท 
2. หาเง่ือนไขท่ีเพียงพอสําหรับการมีเสถียรภาพและค"าเหมาะท่ีสุดของแบบจําลองระบบประสาท 
3. นําเง่ือนไขท่ีเพียงพอสําหรับการมีเสถียรภาพและค"าเหมาะท่ีสุดของแบบจําลองระบบประสาท      
    นํามาเปรียบกับตัวอย"างเชิงตัวเลข โดยเขียนโปรแกรมคํานวณทางคณิตศาสตร/ (MATLAB)  
4. เรียบเรียงงานวิจัยและส"งตีพิมพ/เผยแพร"ในระดับชาติและนานาชาติ  
 

พิจารณาสมการ 

( , )x f t x=&                                                                                   (*)  
 

โดยที( 1 2 1, 2 1 2( , ,..., ) , ( ), ( ,..., ) , ( , , ,..., )T n T n
N i i N i i Nx x x x R x x t f f f f R f f t x x x= ∈ = = ∈ =  

สาํหรับ 1,2,...,i N=  
 
บทนิยาม 1 จุดสมดุลของสมการ (*) คือ x a= ที(ทาํให้ ( , ) 0f t a =  
 
บทนิยาม 2 กาํหนดให้ 0 เป็นจุดสมดุลของสมการ (*) แลว้จะกล่าววา่ จุดสมดุล 

1) เสถียร (stable) สาํหรับทุก 0ε > มี 0δ > ซึ( ง 0( )x t δ< แลว้ ( )x t ε< สาํหรับ
ทุก 0t t≥  

2) เสถียรเชิงเส้นกาํกบั (asymptotically stable) ถา้ 0 เป็นจุดสมดุลที(เสถียร 
และ ( ) 0x t → เมื(อ t → +∞  

3) ไม่เสถียร (unstable) ถา้ไม่เป็นไปตาม 1) นั$นคือ มี 0ε > ทุก 0δ > ซึ( ง 0( )x t δ<

และ 0( )x t ε≥ สาํหรับบาง 0t t≥  

บทนิยาม 3 กาํหนดให้ P เป็นเมทริกซ์ค่าจริง ถา้ TP P= แลว้จะกล่าววา่ P เป็นเมทริกซ์สมมาตร 
(Symmetric matrix)  
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บทนิยาม 4 กาํหนดให้ P เป็นเมทริกซ์สมมาตร จะกล่าววา่ 
 1) P เป็น เมทริกซ์บวกแน่นอน (Positive definite) ก็ต่อเมื(อ 0Tx Px > สาํหรับ 
                   ทุกๆ nx R∈   และ 0x ≠  

2) P เป็น เมทริกซ์กึ(งบวกแน่นอน (Positive semi definite) ก็ต่อเมื(อ 0Tx Px ≥ สาํหรับ          
     ทุกๆ nx R∈ และ 0Tx Px = เมื(อ 0x =  
3) P เป็น เมทริกซ์ลบแน่นอน (Negative definite) ก็ต่อเมื(อ 0Tx Px < สาํหรับ   
     ทุกๆ nx R∈ และ 0x ≠  
4) P เป็น เมทริกซ์กึ(งลบแน่นอน (Negative semi definite) กต่็อเมื(อ 0Tx Px ≤ สาํหรับ       
     ทุกๆ nx R∈ และ 0Tx Px = เมื(อ 0x =  
 

บทนิยาม 5 ฟังกช์นัไลปูนอฟ (Lyapunov function) 
กาํหนดให ้ : nV R R→ จะกล่าววา่ ( ( ))V x t เป็นฟังกช์นัไลปูนอฟของสมการ (*) ถา้ ( ( ))V x t

สอดคลอ้งกบัเงื(อนไขต่อไปนี$  
 1) ( ( ))V x t เป็นฟังกช์นัต่อเนื(อง บน nR  
 2) ( ( ))V x t  เป็นฟังกช์นับวกแน่นอน นั(นคือ ( ( )) 0V x t > สาํหรับ ( ) 0x t ≠ และ (0) 0V =  
 3) อนุพนัธ์ยอ่ยของ ( ( ))V x t เทียบกบั t  

      1 2 1 2
1 2 1 2

( ( )) ... ...N N
N N

V V V V V V
V x t x x x f f f

x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + = + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
& & & &  

     เป็นฟังกช์นักึ(งลบแน่นอน นั(นคือ ( ( )) 0V x t ≤& สาํหรับ ( ) 0x t ≠ และ (0) 0V =&  
 
 ทฤษฎบีท 6 กาํหนดให ้ 0x = เป็นจุดสมดุลของสมการ (*) จะไดว้า่ 

1) จุดสมดุลของสมการ (*)  จะเสถียรถา้ฟังกช์นัไลปูนอฟ ( ( ))V x t  ที(สอดคลอ้งกบับท
นิยาม 5 

2) จุดสมดุลของสมการ (*)  จะเสถียรเชิงเส้นกาํกบั ถา้ฟังกช์นัไลปูนอฟ ( ( ))V x t  ที(
สอดคลอ้งกบับทนิยามที( 5 และอนุพนัธ์ยอ่ยของ ( ( ))V x t  เป็นลบแน่นอน นั(นคือ 

( ( )) 0V x t <&  สาํหรับ ( ) 0x t ≠ และ (0) 0V =&  

ทฤษฎบีท 7 ให ้ n nP R ×∈ เป็นเมทริกซ์สมมาตร กาํหนดให ้ min ( )Pλ เป็น ค่าลกัษณะเฉพาะที(มีค่า
นอ้ยที(สุดของเมทริกซ์ P และ max( )Pλ เป็นค่า ลกัษณะเฉพาะที(มีค่ามากที(สุดของเมตริกซ์ P แลว้ 

min max( ) ( )T T TP x x x Px P x xλ λ≤ ≤ สาํหรับ n nx R ×∈  
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ทฤษฎบีท 8 กาํหนดให้ P เป็นเมทริกซ์สมมาตรจะกล่าววา่ 
 1) P เป็นเมทริกซ์ลบแน่นอน (Negative definite) ก็ต่อเมื(อ ทุกค่าลกัษณะเฉพาะ  
                   (eigenvalue) เป็นลบแทจ้ริง (strictly negative) 

2) P เป็นเมทริกซ์บวกแน่นอน (Positive definite) ก็ต่อเมื(อ ทุกค่าลกัษณะเฉพาะ       
    (eigenvalue) เป็นบวกแทจ้ริง (strictly positive) 
 

กาํหนดสัญลกัษณ์ 
R+ - เซตของจาํนวนจริงบวก 

nR - ปริภูมิ n มิติของเวกเตอร์ค่าจริง 
n rR × - เมทริกซ์ค่าจริงขนาด n r× มิติ 
( )Aλ - เซตของค่าลกัษณะเฉพาะของเมทริกซ์ A  

max( ) max{Re : ( )}A Aλ λ λ λ= ∈  

min ( ) min{Re : ( )}A Aλ λ λ λ= ∈  
0 AΛ ≥ − เป็นเมทริกซ์กึ(งบวกแน่นอน 

 
บทนิยาม 9 ให้ 0β > ระบบสมการจะเสถียรแบบเลขชี$กาํลงัที(มีอตัราการลู่เขา้ β  ถา้มีฟังกช์นัการ
สลบั (.)σ และมีจาํนวนบวกγ ที(ซึ( งทุกๆผลเฉลย ( , )x t φ ของระบบสมการสอดคลอ้งกบั  

( , ) tx t e βφ γ φ−≤     t R+∀ ∈  
 

บทนิยาม 10 จะกล่าววา่ระบบของเมทริกซ์ { }, {1,2,..., }iL i N∈ strictly complete  
ถา้ทุกๆ nx R∈ \{0}  มี {1,2,..., }i N∈ ที(ซึ( ง 0T

ix L x <  กาํหนดให้ { : 0}n T
i ix R x L xΩ = ∈ <     

1,2,...,i N=  
 
ทฤษฎบีท 11 ระบบของเมทริกซ์ { }, {1,2,..., }iL i N∈  strictly complete ก็ต่อเมื(อ  

1

\ {0}
N

n
i

i

R
=

Ω =U  

 
ทฤษฎบีท 12 เงื(อนไขเพียงพอสาํหรับระบบเมทริกซ์ { }, {1,2,..., }iL i N∈ strictly complete  

ถา้มี 0, {1,2,..., }i i Nξ ≥ ∈ และ
1

0
N

i
i

ξ
=

>∑ ที(ซึ( ง
1

0
N

i i
i

Lξ
=

<∑  
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ถา้ 2N = เงื(อนไขขา้งตน้จะเป็นเงื(อนไขจาํเป็นสาํหรับ strictly complete ดว้ย 
บทตัVง 13 สาํหรับทุกๆ , nx y R∈ และเมทริกซ์ , , ,Y E F H โดยที( 0, TY F F I> ≤ และ 
สเกลาร์ 0ε > จะไดส่้าอสมการต่อไปนี$ เป็นจริง 
1) 1T T T T TEFH H F E EE H Hε ε−+ ≤ +  
2) 12 T T Tx y x Y x y Yy−≤ +  
 

อุปกรณ์และวธีิการวจัิย 

 
1. รวบรวมเอกสารงานวจิยัทั$งหมด หนงัสือและบทความทั$งหมดในวารสารต่างๆที(เกี(ยวขอ้งกบัการ 
    มีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํลองระบบประสาท 
2. ศึกษาวธีิการต่างๆสาํหรับการออกแบบฟังกช์นัไลปูนอฟ สาํหรับการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะ    
    ที(สุดของแบบจาํลองระบบประสาท 
3. การใชค้วามรู้พื$นฐานและวธีิการต่างๆนขอ้ 1 และ 2 เพื(อการศึกษาและสร้างวธีิการใหม่ 
    สาํหรับการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํลองระบบประสาท 
4. พิสูจน์ทฤษฎีของการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํลองระบบประสาท 
5. เขียนงานวจิยัและส่งไปตีพิมพใ์นวารสารระดบันานาชาติ 

 

ผลการวจัิย 

 
พิจารณาระบบควบคุมเชิงผลต่างของแบบจาํลองโครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียม ดงั

ระบบสมการต่อไปนี$  
( 1) ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( )+ = + + − +x k Cx k AS x k BS x k h k Du k                      (1) 

ซึ( งมี  
( )∈Ω ⊆ nx t R   เป็นสถานะของระบบประสาท 

1{ , , }nA diag a a= K , 0ia ≥ , 1,2,...,i n=   เป็นเมทริกซ์ถ่ายทอด 
B  เป็นเมทริกซ์ถ่วงนํ$าหนกั 
( )∈ nu t R  เป็นตวัควบคุม  

1 1( ) [ ( ), , ( )]T
n nS z s z s z= K  ซึ( งมี is  เป็น ตวักระตุน้ระบบประสาท 
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สําหรับการออกแบบตวัควบคุม ตอนนี$ เรามีความสนใจการออกแบบตวัควบคุมสําหรับระบบ (1) 
ดงันี$   

( ) ( )u k Kx k=  
รูปแบบใหม่ของ (1) ดงัต่อไปนี$  
 

( 1) ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( )+ = + + − +x k Cx k AS x k BS x k h k DKx k                  (2) 
 
ทฤษฎบีท 1 จุดสมดุลที( 0x = ของ (2) เป็นเสถียรภาพเชิงเส้นกาํกบั ถา้มี , , ,P G W R เป็นเมตริกซ์
บวกแน่นอน และสอดคลอ้งอสมการเมตริกซ์  
 

(1,1) (1,2)
0

(2,1) (2,2)
ψ

 
= < 
 

                                                    (3) 

ซึ( งมี  
(1,1)= T T T T T T

T T T T T T

CPC CPDK K D PC K D PDK P CPAL L A PC

K D PAL L A PDK L A PAL hW
∧

+ + + − + +

+ + + +
 

 
(1,2)= T T T TCPBL K D PBL L A PBL+ +  

(2,1)= ( )T T T T T TL B PC L B PDKx k L B PAL+ +  

(2,2)= T TL B PBL G h R
∧

− −   

2 1 1h h h
∧

= − +   

 

พสูิจน์ เราจะใชฟั้งกช์นัไลยาปูนอฟดงันี$  
 

1( ( )) ( ) ( )= TV x k x k Px k  
1

2
( )

( ( )) ( ) ( )
k

T

i k h k

V x k x i Gx i
−

= −

= ∑  

 
 
 

 
1

4
( )

( ( )) ( ( ) ) ( ) ( )
k

T

i k h k

V x k h k k i x i Rx i
−

= −

= − +∑  

 

หาอนุพนัธ์ของ  ตามเงือนไขของ (2) จะได ้

1

2

1

3
1

( ( )) ( ) ( )
k h k

T

j k h i j

V x k x i Wx i
− −

= − + =

= ∑ ∑
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1 1 1( ( )) ( ( 1)) ( ( ))

[ ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( )]

[ ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( )]

( ) ( )

∆ = + −

= + + − +

× + + − +

−

T

T

V x k V x k V x k

Cx k AS x k BS x k h k Du k

P Cx k AS x k BS x k h k Du k

x k Px k

  

      
( )[ ] ( )

( ) ( ( )) ( ( )) ( )

= + + + −

+ +

T T T T T

T T T

x k CPC CPDK K D PC K D PDK P x k

x k CPAS x k S x k A PCx k
 

                ( ) ( ( ( ))) ( ( ( ))) ( )T T Tx k CPBS x k h k S x k h k B PCx k+ − + −  
 

( )[

] ( )

( )[ ] ( ( ))

( ( ))[ ( ) ] ( )

( ( ))[ ] ( ( )),

∧

∧

∆ ≤ + + + −

+ + + + + +

+ + + −

+ − + +

+ − − − −

T T T T T

T T T T T T T T

T T T T T

T T T T T T T

T T T

V x k CPC CPDK K D PC K D PDK P

CPAL L A PC K D PAL L A PDK L A PAL hW x k

x k CPBL K D PBL L A PBL x k h k

x k h k L B PC L B PDKx k L B PAL x k

x k h k L B PBL G h R x k h k

 

       

( ) (1,1) (1,2) ( )

( ( )) (2,1) (2,2) ( ( ))

( ) ( )

T

T

x k x k

x k h k x k h k

y k y kψ

    
=     − −    

=

 

 

ซึ( งมี     
(1,1)= T T T T

T T T T T T T T

CPC CPDK K D PC K D PDK P

CPAL L A PC K D PAL L A PDK L A PAL hW
∧

+ + + −

+ + + + + +
 

(1,2)= T T T TCPBL K D PBL L A PBL+ +  

(2,1)= ( )T T T T T TL B PC L B PDKx k L B PAL+ +  

(2,2)= T TL B PBL G h R
∧

− −  

( )
( )

( ( ))

 
=  − 

x k
y k

x k h k
 

 

โดยนิยามที( 5 ระบบสลบัที(มีตวัควบคุม (2) จะมีเสถียรเชิงเส้นกาํกบั 
 

พิจารณาระบบเชิงผลต่างของแบบจาํลองโครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียมที(มีตวัหน่วงหลายตวั 
ดงัระบบสมการต่อไปนี$  

1

( 1) ( ) ( ( ))
m

i i
i

u k Au k B S u k h
=

+ = − + −∑                                           (4) 

ซึ( งมี  
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( )∈Ω ⊆ nx t R   เป็นสถานะของระบบประสาท 

1{ , , }nA diag a a= K , 0ia ≥ , 1,2,...,i n=   เป็นเมทริกซ์ถ่ายทอด 
,iB 1,2,...,i n=  เป็นเมทริกซ์ถ่วงนํ$าหนกั 

1 1( ) [ ( ), , ( )]T
n nS z s z s z= K  ซึ( งมี is  เป็น ตวักระตุน้ระบบประสาท 

 
ทฤษฎบีท 2  จุดสมดุลที( 0x = ของ (4) เป็นเสถียรภาพเชิงเส้นกาํกบั ถา้มี P , iG , iW , 

1,2,...,i m= , และ 1[ , , ] 0nL diag l l= >K  เป็นเมตริกซ์บวกแน่นอน และสอดคลอ้งอสมการ
เมตริกซ์  
 

(0,0) 0 0 0 0 0 0 0

0 (1,1) (1,2) (1, ) 0 0 0 0

0 (2,1) (2,2) (2, ) 0 0 0 0

0 ( ,1) ( ,2) ( , ) 0 0 0 0
0

0 0 0 0 ( 1, 1) 0 0 0

0 0 0 0 0 0 ( 2, 2) 0 0

0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 (2 ,2 )

m

m

m m m m

m m

m m

m m

ψ

 
 
 
 
 
 
 

= < 
+ + 

 + +
 
 
 
 
  

L L

L L

L L

M M M O M M M M M M

L L

L L

L

M M M M M M O O M

M O O

L

                                            

(5) 
 

ซึ( งมี  

           
1 1 1

(0,0) ( )
m m m

T T T
i i i i j

i i j

A PA P h G W A PB B PAε
= = =

= − + + +∑ ∑∑ , 

            1
1 1 1(1,1) TLL LB PB L Wε −= + − ,           

           1
1 2(1,2) TLL LB PB Lε −= + , 

 1
1(1, ) T

mm LL LB PB Lε −= + , 

    1
2 1(2,1) TLL LB PB Lε −= + , 

    1
2 2 2(2,2) TLL LB PB L Wε −= + − , 

            1
2(2, ) T

mm LL LB PB Lε −= + , 

            1
1( ,1) T

mm LL LB PB Lε −= + , 

            1
2( , 2) T

mm LL LB PB Lε −= + , 

            1( , ) T
m m mm m LL LB PB L Wε −= + − , 

            1 1( 1, 1)m m h G+ + = − , 

            2 2( 2, 2)m m h G+ + = − , 
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            (2 ,2 ) m mm m h G= − . 

 

พสูิจน์ เราจะใชฟั้งกช์นัไลยาปูนอฟดงันี$  
 
              1( ( )) ( ) ( )TV y k x k Px k= ,        

 

   2
11

( ( )) ( ) ( ) ( )
i

m k
T

i
j k hi

V y k h k i x j G x j
= − +=

= − +∑∑ ,      

               

    3
11

( ( )) ( ) ( )
i

m k
T

i
j k hi

V y k x j W x j
= − +=

= ∑∑ , 

  

หาอนุพนัธ์ของ  ตามเงือนไขของ (4) จะได ้
 

1 2 3( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))V y k V y k V y k V y k∆ = ∆ + ∆ + ∆ , 

 

1 1 1( ( )) ( ( 1)) ( ( ))V y k V x k V x k∆ = + −  

                 
1 1

[ ( ) ( ( ))] [ ( ) ( ( ))]
m m

T
i i i i

i i

Ax k B S x k h P Ax k B S x k h
= =

= − + − − + −∑ ∑  

                    ( ) ( )Tx k Px k−   
                  
      ( )[ ] ( )T Tx k A PA P x k= −   

                    
1

( ) ( ( ))
m

T T
i i

i

x k A PB S x k h
=

− −∑  

                    
1

1 1

( ( )) ( )

( ( )) ( ( )),

m
T T

i i
i

m m
T T

i i j j
i j

S x k h B PAx k

S x k h B PB S x k h

=

= =

− −

+ − −

∑

∑∑
                                                   

       

2
11

11 1

( ( )) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

i

i

m k
T

i i
j k hi

m m k
T T

i i i
j k hi i

V y k h k j x j G x j

h x k G x k x j G x j

= − +=

= − += =

 
∆ = ∆ − + 

 

= −

∑∑

∑∑ ∑
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3

11

1 1

( ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

i

m k
T

i
j k hi

m m
T T

i i i i
i i

V y k x j W x j

x k W x k x k h W x k h

= − +=

= =

 
∆ = ∆ 

 

= − − −

∑∑

∑ ∑
  

 

โดยนิยามที( 5 ระบบสลบัที(มีตวัควบคุม (4) จะมีเสถียรเชิงเส้นกาํกบั 
 

พิจารณาระบบเชิงผลต่างของแบบจาํลองโครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียม ดงัระบบสมการ
ต่อไปนี$  

( 1) ( ) ( ( )) ( ( ( )))x k Cx k AS x k BS x k h k+ = + + −                                   (6) 
ซึ( งมี  

( )∈Ω ⊆ nx t R   เป็นสถานะของระบบประสาท 

1{ , , }nA diag a a= K , 0ia ≥ , 1,2,...,i n=   เป็นเมทริกซ์ถ่ายทอด 
B  เป็นเมทริกซ์ถ่วงนํ$าหนกั 
( )∈ nu t R  เป็นตวัควบคุม  

1 1( ) [ ( ), , ( )]T
n nS z s z s z= K  ซึ( งมี is  เป็น ตวักระตุน้ระบบประสาท 

 
ทฤษฎบีท 3 จุดสมดุลที( 0x = ของ (6) เป็นเสถียรภาพเชิงเส้นกาํกบั ถา้มี , , ,P G W R เป็นเมตริกซ์
บวกแน่นอน และสอดคลอ้งอสมการเมตริกซ์  
 

(1,1) (1,2)
0

(2,1) (2,2)
ψ

 
= < 
 

                                                 (7) 

ซึ( งมี  

(1,1)= T T T TCPC P CPAL L A PC L A PAL hW
∧

− + + + +  

(1,2)= T TCPBL L A PBL+  

(2,1)= T T T TL B PC L B PAL+  

(2,2)= T TL B PBL G h R
∧

− −   

2 1 1h h h
∧

= − +   

 

พสูิจน์ เราจะใชฟั้งกช์นัไลยาปูนอฟดงันี$  
 

1( ( )) ( ) ( )= TV x k x k Px k  
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1

2
( )

( ( )) ( ) ( )
k

T

i k h k

V x k x i Gx i
−

= −

= ∑  

 
 
 

 
1

4
( )

( ( )) ( ( ) ) ( ) ( )
k

T

i k h k

V x k h k k i x i Rx i
−

= −

= − +∑  

 

หาอนุพนัธ์ของ  ตามเงือนไขของ (6) จะได ้
 

1 1 1( ( )) ( ( 1)) ( ( ))

[ ( ) ( ( )) ( ( ( )))]

[ ( ) ( ( )) ( ( ( )))]

( ) ( )

T

T

V x k V x k V x k

Cx k AS x k BS x k h k

P Cx k AS x k BS x k h k

x k Px k

∆ = + −

= + + −

× + + −

−

  

      
( )[ ] ( )

( ) ( ( )) ( ( )) ( )

T

T T T

x k CPC P x k

x k CPAS x k S x k A PCx k

= −

+ +
 

                ( ) ( ( ( ))) ( ( ( ))) ( )T T Tx k CPBS x k h k S x k h k B PCx k+ − + −  
 

( )[

] ( )

( )[ ] ( ( ))

( ( ))[ ] ( )

( ( ))[ ] ( ( )),

T

T T T T

T T T

T T T T T

T T T

V x k CPC P

CPAL L A PC L A PAL hW x k

x k CPBL L A PBL x k h k

x k h k L B PC L B PAL x k

x k h k L B PBL G h R x k h k

∧

∧

∆ ≤ −

+ + + +

+ + −

+ − +

+ − − − −

 

       

( ) (1,1) (1,2) ( )

( ( )) (2,1) (2,2) ( ( ))

( ) ( )

T

T

x k x k

x k h k x k h k

y k y kψ

    
=     − −    

=

 

 

ซึ( งมี     

(1,1)= T T T TCPC P CPAL L A PC L A PAL hW
∧

− + + + +  

(1,2)= T TCPBL L A PBL+  

(2,1)= T T T TL B PC L B PAL+  

(2,2)= T TL B PBL G h R
∧

− −  

( )
( )

( ( ))

 
=  − 

x k
y k

x k h k
 

 

1

2

1

3
1

( ( )) ( ) ( )
k h k

T

j k h i j

V x k x i Wx i
− −

= − + =

= ∑ ∑
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โดยนิยามที( 5 ระบบสลบัที(มีตวัควบคุม (6) จะมีเสถียรเชิงเส้นกาํกบั 
 
พิจารณาระบบเชิงผลต่างของแบบจาํลองโครงข่ายร่างแหระบบประสาทเทียม ดงัระบบสมการ
ต่อไปนี$  

( 1) ( ) ( ( )) ( )x k Ax k BS x k h Cu k+ = − + − +                                    (8) 
ซึ( งมี  

( )∈Ω ⊆ nx t R   เป็นสถานะของระบบประสาท 

1{ , , }nA diag a a= K , 0ia ≥ , 1,2,...,i n=   เป็นเมทริกซ์ถ่ายทอด 
, ,B C K  เป็นเมทริกซ์ถ่วงนํ$าหนกั 
( )∈ nu t R  เป็นตวัควบคุม  

1 1( ) [ ( ), , ( )]T
n nS z s z s z= K  ซึ( งมี is  เป็น ตวักระตุน้ระบบประสาท 

 
สําหรับการออกแบบตวัควบคุม ตอนนี$ เรามีความสนใจการออกแบบตวัควบคุมสําหรับระบบ (8) 
ดงันี$   

( ) ( )u k Kx k=  
รูปแบบใหม่ของ (8) ดงัต่อไปนี$  

( 1) ( ) ( ( )) ( )x k Ax k BS x k h CKx k+ = − + − +                        (9) 
 
ทฤษฎบีท 4 จุดสมดุลที( 0x = ของ (9) เป็นเสถียรภาพเชิงเส้นกาํกบั ถา้มี , ,P G W  และ 

1[ , , ] 0nL diag l l= >K  เป็นเมตริกซ์บวกแน่นอน และสอดคลอ้งอสมการเมตริกซ์  
 

(1,1) 0 0

0 (2,2) 0 0

0 0 (3,3)

ψ
 
 = < 
 
 

                                               (10) 

ซึ( งมี  
           (1,1)= T T T TAPA APCK K C PA C K PC P hG W− − − − + +  

           1
T T T TAPBB PA K C PBB PCKε ε+ + ,    

 1 1
1(2,2)= ,TLL LL LB PBL Wε ε− −+ + −  

            (3,3) hG= − . 

 

พสูิจน์ เราจะใชฟั้งกช์นัไลยาปูนอฟดงันี$  
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               1( ( )) ( ) ( )TV y k x k Px k= ,        

 

               2
1

( ( )) ( ) ( ) ( )
k

T

i k h

V y k h k i x i Gx i
= − +

= − +∑ ,     

  

     3
1

( ( )) ( ) ( )
k

T

i k h

V y k x i Wx i
= − +

= ∑ , 

 

หาอนุพนัธ์ของ  ตามเงือนไขของ (9) จะได ้
 

1 2 3( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))V y k V y k V y k V y k∆ = ∆ + ∆ + ∆ , 

 
 1 1 1( ( )) ( ( 1)) ( ( ))V y k V x k V x k∆ = + −        

                   
                  [ ( ) ( ( )) ( )] [ ( ) ( ( )) ( )]TAx k BS x k h CKx k P Ax k BS x k h CKx k= − + − + − + − +  

                     ( ) ( )Tx k Px k−              
     
    ( )[ ] ( )T T T T Tx k APA APCK K C PA C K PC P x k= − − − −   

                   ( ) ( ( )) ( ( )) ( )T T Tx k APBS x k h S x k h B PAx k− − − −  

        ( ) ( ( )) ( ( )) ( )T T T T Tx k K C PBS x k h S x k h B PCKx k+ − + −  

                   ( ( )) ( ( )),T TS x k h B PBS x k h+ − −          
        

2
1 1

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
k k

T T T

i k h i k h

V y k h k i x i Gx i hx k Gx k x i Gx i
= − + = − +

 
∆ = ∆ − + = − 

 
∑ ∑   

            

3
1

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

T T T

i k h

V y k x i Wx i x k Wx k x k h Wx k h
= − +

 
∆ = ∆ = − − − 

 
∑ ,                          

  
( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )T T T T Tx k APBS x k h S x k h B PAx k x k APBB PAx kε− − − − ≤  

                 
                                                               1 ( ( )) ( ( ))TS x k h S x k hε −+ − − , 

 

1( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )T T T T T T T T Tx k K C PBS x k h S x k h B PCKx k x k K C PBB PCKx kε− + − ≤  
1

1 ( ( )) ( ( ))TS x k h S x k hε −+ − − , 

  
 ( ( )) ( ( )) ( ) ( )T T T TS x k h B PBS x k h x k h LB PBLx k h− − ≤ − − ,  

 1 1( ( )) ( ( )) ( ) ( )T TS x k h S x k h x k h LLx k hε ε− −− − ≤ − − ,  

 1 1
1 1( ( )) ( ( )) ( ) ( )T TS x k h S x k h x k h LLx k hε ε− −− − ≤ − − , 
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           1( ( )) ( )[ ] ( ) ( ) ( )T T T T TV y k x k A PA P x k x k A PBB PAx kε∆ ≤ − +  

                     1 ( ) ( ) ( ) ( )T T Tx k h LLx k h x k h LB PBLx k hε −+ − − + − − .   
              
 ( )[T T T T TV x k APA APCK K C PA C K PC P hG W∆ ≤ − − − − + +  

         1 ] ( )T T T TAPBB PA K C PBB PCK x kε ε+ +  

                    1 1
1( )[ ] ( )T Tx k h LL LL LB PBL W x k hε ε− −+ − + + − −  

                    
1

( ) ( ).
k

T

i k h

x i Gx i
−

= −

− ∑          

  

1 1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

Tk k k
T

i k h i k h i k h

x i Gx i x i hG x i
h h= − + = − + = − +

   
≥    
   

∑ ∑ ∑  

 
                 ( )[T T T T TV x k APA APCK K C PA C K PC P hG W∆ ≤ − − − − + +  

                1 ] ( )T T T TAPBB PA K C PBB PCK x kε ε+ +  

                           1 1
1( )[ ] ( )T Tx k h LL LL LB PBL W x k hε ε− −+ − + + − −                 

                            
1 11 1

( ) ( ) ( )
Tk k

i k h i k h

x i hG x i
h h

− −

= − = −

   
−   
   

∑ ∑  

               

 
1

(1,1) 0 0
1

( ), ( ), ( ( )) 0 (2,2) 0

0 0 (3,3)

k
T T T

i k h

x k x k h x i
h = − +

 
  = −    

 

∑

1

( )

( )

1
( ( ))

k

i k h

x k

x k h

x i
h = − +

 
 
 

− 
 
  
 

∑

 

                
  ( ) ( )Ty k y kψ= ,                                  
           
             (1,1)= T T T TAPA APCK K C PA C K PC P hG W− − − − + +  

            1
T T T TAPBB PA K C PBB PCKε ε+ + ,      

  1 1
1(2,2)= ,TLL LL LB PBL Wε ε− −+ + −  

             (3,3) hG= − , 

             

1

( )

( ) ( )

1
( ( ))

k

i k h

x k

y k x k h

x i
h = − +

 
 
 

= − 
 
 
 
 

∑

. 

โดยนิยามที( 5 ระบบสลบัที(มีตวัควบคุม (6) จะมีเสถียรเชิงเส้นกาํกบั 
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วจิารณ์ผลการวจัิย 

 
งานวิจยันี$ ไดน้าํเสนอการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํลองระบบประสาท 

โดยการประยกุตใ์ชฟั้งกช์นัไลปูนอฟในการแกปั้ญหาการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดและพฒันา
เงื(อนไขความมีเสถียรภาพทีขึ$นอยูก่บัตวัหน่วงเวลาที(ไดม้าในรูปของอสมการเมทริกซ์   จากกรณีนี$
เป็นเงื(อนไขที(เพียงพอสําหรับการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํลองระบบประสาทที(
จะนาํเสนอการปรับปรุงพฒันาผลลพัธ์ของการมีเสถียรภาพ     และค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํลอง
ระบบประสาทจะนาํเสนอในตวัอย่าง    เนื(องจากเงื(อนไขความมีเสถียรภาพทีขึ$นอยู่กบัตวัหน่วง
เวลาที(ไดม้าในรูปของอสมการเมทริกซ์    แลว้พบวา่เงื(อนไขที(ไดน้ั$นยงัมีความซบัซ้อนมาก ดงันั$น
จึงควรศึกษาตัวแปรอื(นที(มีความสัมพนัธ์เกี(ยวข้องเพิ(มเติมในการศึกษาวิจยัครั$ งต่อไป   ควรมี
การศึกษาปัจจยัด้านอื(นๆที(เกี(ยวขอ้งอนัจะเป็นประโยชน์ในการวิเคราะห์   และนาํมาใช้ในสร้าง
เงื(อนไขความมีเสถียรภาพทีขึ$นอยูก่บัตวัหน่วงเวลาที(ไดม้าในรูปของอสมการเมทริกซ์ 

 
สรุปผลการวจัิย  

 
งานวิจยันี$ ไดน้าํเสนอการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํลองระบบประสาท โดยการ
ประยกุตใ์ชฟั้งกช์นัไลปูนอฟในการแกปั้ญหาการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดและพฒันาเงื(อนไข
ความมีเสถียรภาพทีขึ$ นอยู่กับตวัหน่วงเวลาที(ได้มาในรูปของอสมการเมทริกซ์ จากกรณีนี$ เป็น
เงื(อนไขที(เพียงพอสําหรับการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํลองระบบประสาทที(จะ
นาํเสนอการปรับปรุงพฒันาผลลพัธ์ของการมีเสถียรภาพและค่าเหมาะที(สุดของแบบจาํลองระบบ
ประสาทจะนาํเสนอในตวัอยา่ง เนื(องจากเงื(อนไขความมีเสถียรภาพทีขึ$นอยูก่บัตวัหน่วงเวลาที(ไดม้า
ในรูปของอสมการเมทริกซ์  แลว้พบว่าเงื(อนไขที(ไดน้ั$นยงัมีความซับซ้อนมาก ดงันั$นจึงควรศึกษา
ตวัแปรอื(นที(มีความสัมพนัธ์เกี(ยวขอ้งเพิ(มเติม ในการศึกษาวิจยัครั$ งต่อไป ควรมีการศึกษาปัจจยัดา้น
อื(น ๆ ที( เกี(ยวข้องอันจะเป็นประโยชน์ในการวิเคราะห์ และนํามาใช้ในสร้างเงื(อนไขความมี
เสถียรภาพทีขึ$นอยูก่บัตวัหน่วงเวลาที(ไดม้าในรูปของอสมการเมทริกซ์ 
 
การเผยแพร่ผลงานวจิยัการประชุมวชิาการระดบันานาชาติดงันี$  
1. Delay-dependent Asymptotical Stabilization Criterion of Recurrent Neural Networks, 
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Abstract
This paper studies the problem of guaranteed cost control for a class of switched
recurrent neural networks with interval time-varying delay. The time delay is a
continuous function belonging to a given interval, but not necessary differentiable.
A cost function is considered as a nonlinear performance measure for the closed-loop
system. The stabilizing controllers to be designed must satisfy some exponential
stability constraints on the closed-loop poles. By constructing a set of augmented
Lyapunov-Krasovskii functionals, a guaranteed cost controller is designed via
memoryless state feedback control, a switching rule for the exponential stabilization
for the system is designed via linear matrix inequalities and new sufficient conditions
for the existence of the guaranteed cost state-feedback for the system are given in
terms of linear matrix inequalities (LMIs). A numerical example is given to illustrate the
effectiveness of the obtained result.

Keywords: neural networks; guaranteed cost control; switching design; stabilization;
interval time-varying delays; Lyapunov function; linear matrix inequalities

1 Introduction
Stability and control of recurrent neural networks with time delay have attracted consid-
erable attention in recent years [–]. In many practical systems, it is desirable to design
neural networks which are not only asymptotically or exponentially stable but can also
guarantee an adequate level of system performance. In the area of control, signal process-
ing, pattern recognition and image processing, delayed neural networks have many useful
applications. Some of these applications require that the equilibrium points of the de-
signed network be stable. In both biological and artificial neural systems, time delays due
to integration and communication are ubiquitous and often become a source of instabil-
ity. The time delays in electronic neural networks are usually time-varying, and sometimes
vary violently with respect to time due to the finite switching speed of amplifiers and faults
in the electrical circuitry. Guaranteed cost control problem [–] has the advantage of
providing an upper bound on a given system performance index and thus the system per-
formance degradation incurred by the uncertainties or time delays is guaranteed to be
less than this bound. The Lyapunov-Krasovskii functional technique has been among the
popular and effective tools in the design of guaranteed cost controls for neural networks
with time delay. Nevertheless, despite such a diversity of results available, the most ex-
isting works either assumed that the time delays are constant or differentiable [–].

© 2013 Niamsup et al.; licensee Springer. This is an Open Access article distributed under the terms of the Creative Commons
Attribution License (http://creativecommons.org/licenses/by/2.0), which permits unrestricted use, distribution, and reproduction
in any medium, provided the original work is properly cited.
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Although, in some cases, delay-dependent guaranteed cost control for systems with time-
varying delays were considered in [, , ], the approach used there cannot be applied
to systems with interval, non-differentiable time-varying delays. To the best of our knowl-
edge, the guaranteed cost control and state feedback stabilization for switched recurrent
neural networks with interval time-varying delay, non-differentiable time-varying delays
have not been fully studied yet (see, e.g., [–, –] and the references therein). Which
are important in both theories and applications. This motivates our research.

In this paper, we investigate the guaranteed cost control for switched recurrent neural
networks problem. The novel features here are that the delayed neural network under con-
sideration is with various globally Lipschitz continuous activation functions, and the time-
varying delay function is interval, non-differentiable. Specifically, our goal is to develop a
constructive way to design a switching rule to exponentially stabilize the system. A nonlin-
ear cost function is considered as a performance measure for the closed-loop system. The
stabilizing controllers to be designed must satisfy some exponential stability constraints
on the closed-loop poles. Based on constructing a set of augmented Lyapunov-Krasovskii
functionals combined with the Newton-Leibniz formula, new delay-dependent criteria
for guaranteed cost control via memoryless feedback control are established in terms of
LMIs, which allow simultaneous computation of two bounds that characterize the expo-
nential stability rate of the solution and can be easily determined by utilizing MATLABs
LMI control toolbox.

The outline of the paper is as follows. Section  presents definitions and some well-
known technical propositions needed for the proof of the main result. LMI delay-
dependent criteria for guaranteed cost control and a numerical example showing the
effectiveness of the result are presented in Section . The paper ends with conclusions
and cited references.

2 Preliminaries
The following notation will be used in this paper.R+ denotes the set of all real non-negative
numbers; Rn denotes the n-dimensional space with the scalar product 〈x, y〉 or xT y of two
vectors x, y, and the vector norm ‖ · ‖; Mn×r denotes the space of all matrices of (n × r)
dimensions. AT denotes the transpose of matrix A; A is symmetric if A = AT ; I denotes the
identity matrix; λ(A) denotes the set of all eigenvalues of A; λmax(A) = max{Reλ;λ ∈ λ(A)}.
xt := {x(t + s) : s ∈ [–h, ]}, ‖xt‖ = sups∈[–h,] ‖x(t + s)‖; C([, t],Rn) denotes the set of all
R

n-valued continuously differentiable functions on [, t]; L([, t],Rm) denotes the set of
all the R

m-valued square integrable functions on [, t].
Matrix A is called semi-positive definite (A ≥ ) if 〈Ax, x〉 ≥  for all x ∈R

n; A is positive
definite (A > ) if 〈Ax, x〉 >  for all x �= ; A > B means A – B > . The notation diag{· · · }
stands for a block-diagonal matrix. The symmetric term in a matrix is denoted by ∗.

Consider the following switched recurrent neural networks with interval time-varying
delay:

ẋ(t) = –Aγ (x(t))x(t) + Wγ (x(t))f
(
x(t)
)

+ Wγ (x(t))g
(
x
(
t – h(t)

))
+ Bγ (x(t))u(t), t ≥ , (.)

x(t) = φ(t), t ∈ [–h, ],
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where x(t) = [x(t), x(t), . . . , xn(t)]T ∈ R
n is the state of the neural, u(·) ∈ L([, t],Rm) is

the control; n is the number of neurons, and

f
(
x(t)
)

=
[
f
(
x(t)
)
, f
(
x(t)

)
, . . . , fn

(
xn(t)

)]T ,

g
(
x(t)
)

=
[
g
(
x(t)
)
, g
(
x(t)

)
, . . . , gn

(
xn(t)

)]T ,

are the activation functions; γ (·) : Rn → N := {, , . . . , N} is the switching rule, which is a
function depending on the state at each time and will be designed. A switching function
is a rule which determines a switching sequence for a given switching system. Moreover,
γ (x(t)) = j implies that the system realization is chosen as the jth system, j = , , . . . , N . It
is seen that system (.) can be viewed as an autonomous switched system in which the
effective subsystem changes when the state x(t) hits predefined boundaries.

Aj = diag(aj, aj, . . . , anj), aij > , represents the self-feedback term; Bj ∈ Rn×m are con-
trol input matrices; Wj, Wj denote the connection weights and the delayed connection
weights, respectively. The time-varying delay function h(t) satisfies the condition

 ≤ h ≤ h(t) ≤ h.

The initial functions φ(t) ∈ C([–h, ], Rn), with the norm

‖φ‖ = supt∈[–h,]

√∥∥φ(t)
∥∥ +

∥∥φ̇(t)
∥∥.

In this paper we consider various activation functions and assume that the activation func-
tions f (·), g(·) are Lipschitzian with the Lipschitz constants fi, ei > :

∣∣fi(ξ) – fi(ξ)
∣∣≤ fi|ξ – ξ|, i = , , . . . , n,∀ξ, ξ ∈R,∣∣gi(ξ) – gi(ξ)
∣∣≤ ei|ξ – ξ|, i = , , . . . , n,∀ξ, ξ ∈R.

(.)

The performance index associated with system (.) is the following function:

J =
∫ ∞


f (t, x(t), x

(
t – h(t)

)
, u(t)

)
dt, (.)

where f (t, x(t), x(t – h(t)), u(t)) : R+ × Rn × Rn × Rm → R+, is a nonlinear cost function
satisfying

∃Q, Q, R : f (t, x, y, u) ≤ 〈Qx, x〉 + 〈Qy, y〉 + 〈Ru, u〉 (.)

for all (t, x, y, u) ∈ R+ × Rn × Rn × Rm and Q, Q ∈ Rn×n, R ∈ Rm×m, are given symmet-
ric positive definite matrices. The objective of this paper is to design a memoryless state
feedback controller u(t) = Kx(t) for system (.) and the cost function (.) such that the
resulting closed-loop system

ẋ(t) = –(Aj – BjK)x(t) + Wjf
(
x(t)
)

+ Wjg
(
x
(
t – h(t)

))
(.)

is exponentially stable and the closed-loop value of the cost function (.) is minimized.

http://www.journalofinequalitiesandapplications.com/content/2013/1/292
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Remark . It is worth noting that the time delay is a time-varying function belonging to
a given interval, in which the lower bound of delay is not restricted to zero; therefore, the
stability criteria proposed in [–, –, –, –] are not applicable to this system.

Remark . It is worth noting that the time delay is a time-varying function belonging to a
given interval, in which the delay function h(t) is non-differentiable; therefore, the stability
criteria proposed in [, , , –, –, –] are not applicable to this system.

Definition . Given α > . The zero solution of closed-loop system (.) is α-exponen-
tially stabilizable if there exists a positive number N >  such that every solution x(t,φ)
satisfies the following condition:

∥∥x(t,φ)
∥∥≤ Ne–αt‖φ‖, ∀t ≥ .

Definition . Consider control system (.). If there exist a memoryless state feedback
control law u(t) = Kx(t) and a positive number J∗ such that the zero solution of closed-
loop system (.) is exponentially stable and the cost function (.) satisfies J ≤ J∗, then
the value J∗ is a guaranteed constant and u(t) is a guaranteed cost control law of the system
and its corresponding cost function.

We introduce the following technical well-known propositions, which will be used in
the proof of our results.

Proposition . (Schur complement lemma []) Given constant matrices X, Y , Z with
appropriate dimensions satisfying X = XT , Y = Y T > . Then X + ZT Y –Z <  if and only if

(
X ZT

Z –Y

)
< .

Proposition . (Integral matrix inequality []) For any symmetric positive definite ma-
trix M > , scalar σ >  and vector function ω : [,σ ] → R

n such that the integrations
concerned are well defined, the following inequality holds:

(∫ σ


ω(s) ds

)T

M
(∫ σ


ω(s) ds

)
≤ σ

(∫ σ


ωT (s)Mω(s) ds

)
.

3 Design of guaranteed cost controller
In this section, we give a design of memoryless guaranteed feedback cost control for neural
networks (.). Let us set

w = –[P + αI]Aj – AT
j [P + αI] – BjBT

j + .BjRBT
j +

∑
i=

Gi,

w = P + AjP + .BjBT
j ,

w = e–αh H + .BjBT
j + AjP,

w = e–αh H + .BjBT
j + AjP,

http://www.journalofinequalitiesandapplications.com/content/2013/1/292
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w = P.BjBT
j + AjP,

w =
∑

i=

WijDiW T
ij +

∑
i=

h
i Hi + (h – h)U – P – BjBT

j ,

w = P, w = P, w = P,

w = –e–αh G – e–αh H – e–αh U +
∑

i=

WijDiW T
ij ,

w = , w = –αhU ,

w =
∑

i=

WijDiW T
ij – e–αh U – e–αh G – e–αh H, w = e–αh U ,

w = –e–αh U + WjDW T
j ,

E = diag{ei, i = , . . . , n}, F = diag{fi, i = , . . . , n},
λ = λmin

(
P–),

λ = λmax
(
P–) + hλmax

[
P–

( ∑
i=

Gi

)
P–

]

+ h
λmax

[
P–

( ∑
i=

Hi

)
P–

]
+ (h – h)λmax

(
P–UP–).

Theorem . Consider control system (.) and the cost function (.). If there exist sym-
metric positive definite matrices P, U , G, G, H, H and diagonal positive definite matrices
Di, i = , , satisfying the following LMIs:

Ej =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w w w w w

∗ w w w w

∗ ∗ w w w

∗ ∗ ∗ w w

∗ ∗ ∗ ∗ w

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

< , j = , , . . . , N , (.)

Sj =

⎡
⎢⎣

–PAj – AT
j P –

∑
i= e–αhi Hi PF PQ

∗ –D 
∗ ∗ –Q–



⎤
⎥⎦ < , j = , , . . . , N , (.)

Sj =

⎡
⎢⎣

WjDW T
j – e–αh U PE PQ

∗ –D 
∗ ∗ –Q–



⎤
⎥⎦ < , j = , , . . . , N , (.)

then

uj(t) = –



BT
j P–x(t), t ≥ , j = , , . . . , N , (.)

is a guaranteed cost control and the guaranteed cost value is given by

J∗ = λ‖φ‖.
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The switching rule is chosen as γ (x(t)) = j. Moreover, the solution x(t,φ) of the system
satisfies

∥∥x(t,φ)
∥∥≤
√

λ

λ
e–αt‖φ‖, ∀t ≥ .

Proof Let Y = P–, y(t) = Yx(t). Using the feedback control (.), we consider the following
Lyapunov-Krasovskii functional:

V (t, xt) =
∑

i=

Vi(t, xt),

V = xT (t)Yx(t),

V =
∫ t

t–h

eα(s–t)xT (s)YGYx(s) ds,

V =
∫ t

t–h

eα(s–t)xT (s)YGYx(s) ds,

V = h

∫ 

–h

∫ t

t+s
eα(τ–t)ẋT (τ )YHY ẋ(τ ) dτ ds,

V = h

∫ 

–h

∫ t

t+s
eα(τ–t)ẋT (τ )YHY ẋ(τ ) dτ ds,

V = (h – h)
∫ t–h

t–h

∫ t

t+s
eα(τ–t)ẋT (τ )YUY ẋ(τ ) dτ ds.

It is easy to check that

λ
∥∥x(t)

∥∥ ≤ V (t, xt) ≤ λ‖xt‖, ∀t ≥ . (.)

Taking the derivative of V, we have

V̇ = xT (t)Y ẋ(t)

= yT (t)
[
–PAT

j – AjP
]
y(t) – yT (t)BjBT

j y(t)

+ yT (t)Wjf (·)y(t) + yT (t)Wjg(·)y(t)

V̇ = yT (t)Gy(t) – e–αh yT (t – h)Gy(t – h) – αV;

V̇ = yT (t)Gy(t) – e–αh yT (t – h)Gy(t – h) – αV;

V̇ = h
ẏT (t)Hẏ(t) – he–αh

∫ t

t–h

ẋT (s)Hẋ(s) ds – αV;

V̇ = h
 ẏT (t)Hẏ(t) – he–αh

∫ t

t–h

ẏT (s)Hẏ(s) ds – αV;

V̇ = (h – h)ẏT (t)Uẏ(t) – (h – h)e–αh

∫ t–h

t–h

ẏT (s)Uẏ(s) ds – αV.
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Applying Proposition . and the Leibniz-Newton formula

∫ t

s
ẏ(τ ) dτ = y(t) – y(s),

we have, for j = , , i = , ,

–hi

∫ t

t–hi

ẏT (s)Hjẏ(s) ds ≤ –
[∫ t

t–hi

ẏ(s) ds
]T

Hj

[∫ t

t–hi

ẏ(s) ds
]

≤ –
[
y(t) – y

(
t – h(t)

)]T Hj
[
y(t) – y

(
t – h(t)

)]
= –yT (t)Hiy(t) + xT (t)Hjy

(
t – h(t)

)
– yT (t – hi)Hjy(t – hi). (.)

Note that

∫ t–h

t–h

ẏT (s)Uẏ(s) ds =
∫ t–h(t)

t–h

ẏT (s)Uẏ(s) ds +
∫ t–h

t–h(t)
ẏT (s)Uẏ(s) ds.

Applying Proposition . gives

[
h – h(t)

] ∫ t–h(t)

t–h

ẏT (s)Uẏ(s) ds ≥
[∫ t–h(t)

t–h

ẏ(s) ds
]T

U
[∫ t–h(t)

t–h

ẏ(s) ds
]

≥ [y(t – h(t)
)

– y(t – h)
]T U
[
y
(
t – h(t)

)
– y(t – h)

]
.

Since h – h(t) ≤ h – h, we have

[h – h]
∫ t–h(t)

t–h

ẏT (s)Uẏ(s) ds ≥ [y(t – h(t)
)

– y(t – h)
]T U
[
y
(
t – h(t)

)
– y(t – h)

]
,

then

–[h – h]
∫ t–h(t)

t–h

ẏT (s)Uẏ(s) ds ≤ –
[
y
(
t – h(t)

)
– y(t – h)

]T U
[
y
(
t – h(t)

)
– y(t – h)

]
.

Similarly, we have

–(h – h)
∫ t–h

t–h(t)
ẏT (s)Uẏ(s) ds ≤ –

[
y(t – h) – y

(
t – h(t)

)]T U
[
y(t – h) – y

(
t – h(t)

)]
.

Then we have

V̇ (·) + αV (·) ≤ yT (t)
[
–PAT

j – AjP
]
y(t) – yT (t)BjBT

j y(t) + yT (t)Wjf (·)

+ yT (t)Wjg(·) + yT (t)

( ∑
i=

Gi

)
y(t) + α

〈
Py(t), y(t)

〉

+ ẏT (t)

( ∑
i=

h
i Hi

)
ẏ(t) + (h – h)ẏT (t)Uẏ(t)
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–
∑

i=

e–αhi yT (t – hi)Giy(t – hi)

– e–αh
[
y(t) – y(t – h)

]T H
[
y(t) – y(t – h)

]
– e–αh

[
y(t) – y(t – h)

]T H
[
y(t) – y(t – h)

]
– e–αh

[
y
(
t – h(t)

)
– y(t – h)

]T U
[
y
(
t – h(t)

)
– y(t – h)

]
– e–αh

[
y(t – h) – y

(
t – h(t)

)]T U
[
y(t – h) – y

(
t – h(t)

)]
. (.)

Using equation (.)

Pẏ(t) + AjPy(t) – Wjf (·) – Wjg(·) + .BjBT
j y(t) = ,

and multiplying both sides by [y(t), –ẏ(t), y(t – h), y(t – h), y(t – h(t))]T , we have

yT (t)Pẏ(t) + yT (t)AjPy(t) – yT (t)Wjf (·) – yT (t)Wjg(·)
+ yT (t)BjBT

j y(t) = ,

–ẏT (t)Pẏ(t) – ẏT (t)AjPy(t) + ẏT (t)Wjf (·)
+ ẏT (t)Wjg(·) – ẏT (t)BjBT

j y(t) = ,

yT (t – h)Pẏ(t) + yT (t – h)AjPy(t) – yT (t – h)Wjf (·)
– yT (t – h)Wjg(·) + yT (t – h)BjBT

j y(t) = ,

yT (t – h)Pẏ(t) + yT (t – h)AjPy(t) – yT (t – h)Wjf (·)
– yT (t – h)Wjg(·) + yT (t – h)BjBT

j y(t) = ,

yT(t – h(t)
)
Pẏ(t) + yT(t – h(t)

)
AjPy(t) – yT(t – h(t)

)
Wjf (·)

– yT(t – h(t)
)
Wjg(·) + yT(t – h(t)

)
BjBT

j y(t) = .

(.)

Adding all the zero items of (.) and f (t, x(t), x(t – h(t)), u(t)) – f (t, x(t), x(t – h(t)), u(t)) =
, respectively, into (.) and using the condition (.) for the following estimations:

f (t, x(t), x
(
t – h(t)

)
, u(t)

)≤ 〈Qx(t), x(t)
〉
+
〈
Qx
(
t – h(t)

)
, x
(
t – h(t)

)〉
+
〈
Ru(t), u(t)

〉
=
〈
PQPy(t), y(t)

〉
+
〈
PQPy

(
t – h(t)

)
, y
(
t – h(t)

)〉
+ .

〈
BjRBT

j y(t), y(t)
〉
,


〈
Wjf (x), y

〉≤ 〈WjDW T
j y, y

〉
+
〈
D–

 f (x), f (x)
〉
,


〈
Wjg(z), y

〉≤ 〈WjDW T
j y, y

〉
+
〈
D–

 g(z), g(z)
〉
,


〈
D–

 f (x), f (x)
〉≤ 〈FD–

 Fx, x
〉
,


〈
D–

 g(z), g(z)
〉≤ 〈ED–

 Ez, z
〉
,
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we obtain

V̇ (·) + αV (·) ≤ ζ T (t)Ejζ (t) + yT (t)Sjy(t) + yT(t – h(t)
)
Sjy
(
t – h(t)

)
– f (t, x(t), x

(
t – h(t)

)
, u(t)

)
, (.)

where ζ (t) = [y(t), ẏ(t), y(t – h), y(t – h), y(t – h(t))], and

Ej =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w w w w w

∗ w w w w

∗ ∗ w w w

∗ ∗ ∗ w w

∗ ∗ ∗ ∗ w

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Sj = –PAj – AT
j P –

∑
i=

e–αhi Hi + PFD–
 FP + PQP,

Sj = WjDW T
j – e–αh U + PED–

 EP + PQP.

Note that by the Schur complement lemma, Proposition ., the conditions Sj <  and
Sj <  are equivalent to the conditions (.) and (.), respectively. Therefore, by condi-
tions (.), (.), (.), we obtain from (.) that

V̇ (t, xt) ≤ –αV (t, xt), ∀t ≥ . (.)

Integrating both sides of (.) from  to t, we obtain

V (t, xt) ≤ V (φ)e–αt , ∀t ≥ .

Furthermore, taking condition (.) into account, we have

λ
∥∥x(t,φ)

∥∥ ≤ V (xt) ≤ V (φ)e–αt ≤ λe–αt‖φ‖,

then

∥∥x(t,φ)
∥∥≤
√

λ

λ
e–αt‖φ‖, t ≥ ,

which concludes the exponential stability of closed-loop system (.). To prove the optimal
level of the cost function (.), we derive from (.) and (.)-(.) that

V̇ (t, zt) ≤ –f (t, x(t), x
(
t – h(t)

)
, u(t)

)
, t ≥ . (.)

Integrating both sides of (.) from  to t leads to

∫ t


f (t, x(t), x

(
t – h(t)

)
, u(t)

)
dt ≤ V (, z) – V (t, zt) ≤ V (, z),
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due to V (t, zt) ≥ . Hence, letting t → +∞, we have

J =
∫ ∞


f (t, x(t), x

(
t – h(t)

)
, u(t)

)
dt ≤ V (, z) ≤ λ‖φ‖ = J∗.

This completes the proof of the theorem. �

Example . Consider the switched recurrent neural networks with interval time-varying
delays (.), where

A =

[
. 
 .

]
, A =

[
. 
 .

]
, W =

[
–. .
. –.

]
,

W =

[
–. .
. –.

]
, W =

[
–. .
. –.

]
, W =

[
–. .
. –.

]
,

B =

[
.
.

]
, B =

[
.
.

]
, E =

[
. 
 .

]
, F =

[
. 
 .

]
,

Q =

[
. .
. .

]
, Q =

[
. .
. .

]
, R =

[
. .
. .

]
,

⎧⎨
⎩h(t) = . + . sin t if t ∈ I =

⋃
k≥[kπ , (k + )π ],

h(t) =  if t ∈ R+ \ I .

Note that h(t) is non-differentiable, therefore, the stability criteria proposed in [–, –
, –, –] are not applicable to this system. Given α = ., h = ., h = ., by
using the Matlab LMI toolbox, we can solve for P, U , G, G, H, H, D, and D which
satisfy the conditions (.)-(.) in Theorem ..

A set of solutions is as follows:

P =

[
. –.

–. .

]
, U =

[
. –.

–. .

]
,

G =

[
. .
. .

]
, G =

[
. .
. .

]
,

H =

[
. .
. .

]
, H =

[
. .
. .

]
,

D =

[
. 

 .

]
, D =

[
. 

 .

]
.

Then

u(t) = .x(t) + .x(t), t ≥ ,

u(t) = .x(t) + .x(t), t ≥ ,
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Figure 1 The simulation of the solutions x1(t) and x2(t) with the initial condition φ(t) = [10 5]T ,
t ∈ [0, 10].

are a guaranteed cost control law and the cost given by

J∗ = .‖φ‖.

Moreover, the solution x(t,φ) of the system satisfies

∥∥x(t,φ)
∥∥≤ .e–.t‖φ‖, ∀t ≥ .

The trajectories of solution of switched recurrent neural networks is shown in Figure ,
respectively.

4 Conclusions
In this paper, the problem of guaranteed cost control for Hopfield neural networks with in-
terval non-differentiable time-varying delay has been studied. A nonlinear quadratic cost
function is considered as a performance measure for the closed-loop system. The stabiliz-
ing controllers to be designed must satisfy some exponential stability constraints on the
closed-loop poles. By constructing a set of time-varying Lyapunov-Krasovskii functionals,
a switching rule for the exponential stabilization for the system is designed via linear ma-
trix inequalities. A memoryless state feedback guaranteed cost controller design has been
presented and sufficient conditions for the existence of the guaranteed cost state-feedback
for the system have been derived in terms of LMIs.
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Abstract. This paper deals with the problem of delay-dependent stability criterion of discrete-time 

recurrent neural networks with time-varying delays. Based on quadratic Lyapunov functional 

approach and free-weighting matrix approach, some linear matrix inequality criteria are found to 

guarantee delay-dependent asymptotical stability of these systems. And one example illustrates the 

exactness of the proposed criteria. 

Introduction 

A recurrent neural network (RNNs) is a very important tool for many application areas such as 

associative memory, pattern recognition, signal processing, model identication and combinatorial 

optimization. With the development of research on RNNs in theory and application, the model is 

more and more complex. Parameter uncertainties and nonautonomous phenomena often exist in real 

systems due to modeling inaccuracies [1, 2]. Particularly when we consider a longterm dynamical 

behavior of the system and consider seasonality of the changing environment, the parameters of the 

system usually will change with time [3, 4]. Simultaneously, in implementations of artificial neural 

networks, time delay may occur due to finite switching speeds of the amplifiers and communication 

time [5, 6]. In order to model those systems with neural networks, the neural networks with time-

varying delay appear in many papers [7, 8]. So in this paper we consider the stability of the 

following discrete-time recurrent neural networks: 

In this paper, we consider control discrete-time system of neural networks of the form 

( 1) ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( )+ = + + − + +v k Cv k AS v k BS v k h k Du k f ,                                                          (1) 

where ( ) nv k ∈Ω⊆ R  is the neuron state vector, 2 20 ( ) , 0,1, 2, ,< ≤ ≤ ∀ = …h h k h k  

1{ , , }= … nC diag c c , 0≥ic , 1, 2,...,i n=  is the n n×  constant relaxation matrix, ,A B  are the n n×  

constant weight matrix, D  is n m×  constant matrix, ( ) mu k ∈R  is the control 

vector, 1( , , ) n

nf f f= ∈… R  is the constant external input vector and 1 1( ) [ ( ), , ( )]Tn nS z s z s z= …  with 

[ ]1 , ( 1,1)is C∈ −R  where is  is the neuron activations and monotonically increasing for each 

1, 2,...,i n= . 

The asymptotic stability of the zero solution of the delay-differential system of Hopfield neural 

networks has been developed during the past several years. Much less is known regarding the 

asymptotic stability of the zero solution of the control discrete-time system of neural networks. 

Therefore, the purpose of this paper is to establish sufficient condition for the asymptotic stability of 

the zero solution of (1) in terms of certain matrix inequalities. 

Preliminaries 

The following notations will be used throughout the paper. +
R  denotes the set of all non-negative 

real numbers; +
Z  denotes the set of all non-negative integers; n

R  denotes the n-finite-dimensional 

Euclidean space with the Euclidean norm .  and the scalar product between x  and y  is defined by 

;Tx y  n m×
R  denotes the set of all ( )n m× -matrices; and TA  denotes the transpose of the matrix A ;  
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Matrix n nQ ×∈R  is positive semidefinite ( 0)Q ≥  if 0,Tx Qx ≥  for all nx∈R . If 0( 0T Tx Qx x Qx> < , 

resp.) for any 0x ≠ , then Q  is positive (negative, resp.) definite and denoted by 0, ( 0,Q Q> <  

resp.). It is easy to verify that  0,Q > ( 0,Q <  resp.) iff 0 :β∃ >   
2

, ,T nx Qx x xβ≥ ∀ ∈R  ( 0 :β∃ >  

2
, ,T nx Qx x xβ≤ − ∀ ∈R  resp.).  

              

Lemma 1. [1] The zero solution of difference system is asymptotic stability if there exists a positive 

definite function ( ) : nV x +→R R  such that 
2

0 : ( ( )) ( ( 1)) ( ( )) ( ) ,V x k V x k V x k x kβ β∃ > ∆ = + − ≤ −  

along the solution of the system. In case the above condition holds for all ( )x k Vδ∈ , we say that the 

zero solution is asymptotically stable.  

Main Results 

In this section, we consider the sufficient condition for asymptotic stability of the zero solution v∗  

of (1) in terms of certain matrix inequalities. Without loss of generality, we can assume that 
* 0, (0) 0v S= =  and f =0 (for otherwise, we let *x v v= −  and define * *( ) ( ) ( ))S x S x v S v= + − . The 

new form of (1) is now given by 

( 1) ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( )+ = + + − +x k Cx k AS x k BS x k h k Du k .                                                         (2) 

This is a basic requirement for controller design. Now, we are interested designing a feedback 

controller for the system (2) as ( ) ( )u k Kx k= , where K  is n m×  constant control gain matrix.  

The new form of (2) is now given by 

( 1) ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( )+ = + + − +x k Cx k AS x k BS x k h k DKx k .                                              (3) 

 

Throughout this paper we assume the neuron activations
i i
s x( ) , 1, 2, ,i n= …  is bounded and 

monotonically nondecreasing onR , and 
i i
s x( )  is Lipschitz continuous, that is, there exist constant 

0 1 2, , , ,
i
l i n> = …  such that  

1 2 1 2( ) ( ) ,i i is r s r l r r− ≤ −
1 2

∀ ∈r r, R .                                                                            (4) 

By condition (4), 
i i
s x( )  satisfy 

( ) ,i i i is x l x≤ 1, 2,...,i n= .                                                                             (5) 

Theorem 1. The zero solution of the control discrete-time system of neural networks (3) is 

asymptotically stable if there exist symmetric positive definite matrices , , ,P G W R  satisfying the 

following matrix inequalities of the form 

(1,1) 0
0

0 (2,2)
ψ

 
= < 
 

,                                                                                    (6) 

where  

(1,1)= 

,
∧

+ + + − + +

+ + + +

T T T T T T

T T T T T T

CPC CPDK K D PC K D PDK P CPAL L A PC

K D PAL L A PDK L A PAL hW

 

(1,2)= ,+ +T T T TCPBL K D PBL L A PBL (2,1)= ( ) ,+ +T T T T T TL B PC L B PDKx k L B PAL  

(2,2)= ,
∧

− −T TL B PBL G hR  and 2 1 1.
∧

= − +h h h    

Proof. Consider the Lyapunov function candidate, where 

1( ( )) ( ) ( )= TV x k x k Px k , 

1

2

( )

( ( )) ( ) ( ),
−

= −

= ∑
k

T

i k h k

V x k x i Gx i  
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1

2

1

3

1

( ( )) ( ) ( ),
− −

= − + =

= ∑ ∑
k h k

T

j k h i j

V x k x i Wx i  

 

1

4

( )

( ( )) ( ( ) ) ( ) ( ).
−

= −

= − +∑
k

T

i k h k

V x k h k k i x i Rx i  

The Lyapunov difference of the system along trajectory of solution of (3) is given by  

1 1 1( ( )) ( ( 1)) ( ( ))

[ ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( )]

[ ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( )]

( ) ( )

∆ = + −

= + + − +

× + + − +

−

T

T

V x k V x k V x k

Cx k AS x k BS x k h k Du k

P Cx k AS x k BS x k h k Du k

x k Px k

  

      
( )[ ] ( )

( ) ( ( )) ( ( )) ( )

= + + + −

+ +

T T T T T

T T T

x k CPC CPDK K D PC K D PDK P x k

x k CPAS x k S x k A PCx k
 

                ( ) ( ( ( ))) ( ( ( ))) ( ).T T Tx k CPBS x k h k S x k h k B PCx k+ − + −  

As a result, we obtain 

( )[

] ( )

( )[ ] ( ( ))

( ( ))[ ( ) ] ( )

( ( ))[ ] ( ( )),

∧

∧

∆ ≤ + + + −

+ + + + + +

+ + + −

+ − + +

+ − − − −

T T T T T

T T T T T T T T

T T T T T

T T T T T T T

T T T

V x k CPC CPDK K D PC K D PDK P

CPAL L A PC K D PAL L A PDK L A PAL hW x k

x k CPBL K D PBL L A PBL x k h k

x k h k L B PC L B PDKx k L B PAL x k

x k h k L B PBL G hR x k h k

 

       

( ) (1,1) (1, 2) ( )

( ( )) (2,1) (2,2) ( ( ))

( ) ( ),

T

T

x k x k

x k h k x k h k

y k y kψ

    
=     − −    

=

 

Where, 

       

(1,1)= 

,
∧

+ + + −

+ + + + + +

T T T T

T T T T T T T T

CPC CPDK K D PC K D PDK P

CPAL L A PC K D PAL L A PDK L A PAL hW

 

(1,2)= ,+ +T T T TCPBL K D PBL L A PBL  

(2,1)= ( ) ,+ +T T T T T TL B PC L B PDKx k L B PAL  

(2,2)= ,
∧

− −T TL B PBL G hR  

( )
( )

( ( ))

 
=  − 

x k
y k

x k h k
. 

By the condition (6), ( ( ))V y k∆  is negative definite, namely there is a number 0β >  such that 
2

( ( )) ( ) ,V y k y kβ∆ ≤ −  and hence, the asymptotic stability of the system immediately follows from  

 

Lemma 1. This completes the proof.  

Remark 1. Theorem 1 gives a sufficient condition for the asymptotic stability of control 

discrete-time system of neural networks (3) via matrix inequalities. These conditions are described 

in terms of certain diagonal matrix inequalities, which can be realized by using the linear matrix 

inequality algorithm proposed. But [9, 10] these conditions are described in terms of certain 

symmetric matrix inequalities, which can be realized by using the Schur complement lemma and 

linear matrix inequality algorithm proposed.  

Applied Mechanics and Materials Vol. 330 1047



Conclusions 

This paper was dedicated to the delay-dependent stability of discrete-time recurrent neural networks 

with time-varying delay. A less conservative LMI-based globally stability criterion is obtained with 

quadratic Lyapunov functional approach and free-weighting matrix approach for periodic discrete-

time recurrent neural networks with a time-varying delay. One example illustrates the exactness of 

the proposed criterion.  
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Abstract—This paper is concerned with robust mean square
stability of uncertain stochastic switched discrete time-delay
systems. The system to be considered is subject to interval time-
varying delays, which allows the delay to be a fast time-varying
function and the lower bound is not restricted to zero. Based
on the discrete Lyapunov functional, a switching rule for the
robust mean square stability for the uncertain stochastic discrete
time-delay system is designed via linear matrix inequalities.

I. INTRODUCTION

Switched systems constitute an important class of hybrid
systems. Such systems can be described by a family of
continuous-time subsystems (or discrete-time subsystems) and
a rule that orchestrates the switching between them. It is well
known that a wide class of physical systems in power systems,
chemical process control systems, navigation systems, auto-
mobile speed change system, and so forth may be appropri-
ately described by the switched model [1-7]. In the study of
switched systems, most works have been centralized on the
problem of stability. In the last two decades, there has been
increasing interest in the stability analysis for such switched
systems; see, for example, [8, 9] and the references cited
therein. Two important methods are used to construct the
switching law for the stability analysis of the switched sys-
tems. One is the state-driven switching strategy [9]; the other
is the time-driven switching strategy [8]. A switched system
is a hybrid dynamical system consisting of a finite number of
subsystems and a logical rule that manages switching between
these subsystems (see, e.g., [1–10] and the references therein).

The main approach for stability analysis relies on the use of
Lyapunov-Krasovskii functional and linear matrix inequality
(LMI) approach for constructing a common Lyapunov function
[11, 12, 13]. Although many important results have been
obtained for switched linear continuous-time systems, there
are few results concerning the stability of switched linear
discrete systems with time-varying delays. In [14, 15], a class
of switching signals has been identified for the considered
switched discrete-time delay systems to be stable under the
average dwell time scheme.

This paper studies robust mean square stability problem
for uncertain stochastic switched linear discrete-time delay

with interval time-varying delays. Specifically, our goal is to
develop a constructive way to design switching rule to robustly
mean square stable the uncertain stochastic linear discrete-
time delay systems. By using improved Lyapunov-Krasovskii
functional combined with LMIs technique, we propose new
criteria for the robust mean square stability of the uncertain
stochastic linear discrete-time delay system. Compared to the
existing results, our result has its own advantages. First, the
time delay is assumed to be a time-varying function belonging
to a given interval, which means that the lower and upper
bounds for the time-varying delay are available, the delay
function is bounded but not restricted to zero. Second, the
approach allows us to design the switching rule for robust
mean square stability in terms of of LMIs.

The paper is organized as follows: Section II presents def-
initions and some well-known technical propositions needed
for the proof of the main results. Switching rule for the robust
mean square stability is presented in Section III.

II. PRELIMINARIES

The following notations will be used throughout this paper.
𝑅+ denotes the set of all real non-negative numbers; 𝑅𝑛

denotes the 𝑛-dimensional space with the scalar product of
two vectors ⟨𝑥, 𝑦⟩ or 𝑥𝑇 𝑦; 𝑅𝑛×𝑟 denotes the space of all
matrices of (𝑛 × 𝑟)− dimension. 𝑁+ denotes the set of all
non-negative integers; 𝐴𝑇 denotes the transpose of 𝐴; a matrix
𝐴 is symmetric if 𝐴 = 𝐴𝑇 .
Matrix 𝐴 is semi-positive definite (𝐴 ≥ 0) if ⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ ≥ 0, for
all 𝑥 ∈ 𝑅𝑛;𝐴 is positive definite (𝐴 > 0) if ⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ > 0 for
all 𝑥 ∕= 0; 𝐴 ≥ 𝐵 means 𝐴−𝐵 ≥ 0. 𝜆(𝐴) denotes the set of
all eigenvalues of 𝐴; 𝜆min(𝐴) = min{𝑅𝑒𝜆 : 𝜆 ∈ 𝜆(𝐴)}.

Consider a uncertain stochastic discrete systems with inter-
val time-varying delay of the form

𝑥(𝑘 + 1) = (𝐴𝛾 +Δ𝐴𝛾(𝑘))𝑥(𝑘) + (𝐵𝛾 +Δ𝐵𝛾(𝑘))𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))

+ 𝜎𝛾(𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)), 𝑘)𝜔(𝑘),

𝑘 ∈ 𝑁+, 𝑥(𝑘) = 𝑣𝑘, 𝑘 = −𝑑2,−𝑑2 + 1, ..., 0,
(1)

where 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛 is the state, 𝛾(.) : 𝑅𝑛 → 𝒩 :=
{1, 2, . . . , 𝑁} is the switching rule, which is a function
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depending on the state at each time and will be designed.
A switching function is a rule which determines a switching
sequence for a given switching system. Moreover, 𝛾(𝑥(𝑘)) = 𝑖
implies that the system realization is chosen as the 𝑖𝑡ℎ system,
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁. It is seen that the system (1) can be viewed as
an autonomous switched system in which the effective subsys-
tem changes when the state 𝑥(𝑘) hits predefined boundaries.
𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 are given constant matrices and the
time-varying uncertain matrices Δ𝐴𝑖(𝑘) and Δ𝐵𝑖(𝑘) are de-
fined by: Δ𝐴𝑖(𝑘) = 𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎,Δ𝐵𝑖(𝑘) = 𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏,
where 𝐸𝑖𝑎, 𝐸𝑖𝑏, 𝐻𝑖𝑎, 𝐻𝑖𝑏 are known constant real matrices
with appropriate dimensions. 𝐹𝑖𝑎(𝑘), 𝐹𝑖𝑏(𝑘) are unknown un-
certain matrices satisfying

𝐹𝑇
𝑖𝑎(𝑘)𝐹𝑖𝑎(𝑘) ≤ 𝐼, 𝐹𝑇

𝑖𝑏 (𝑘)𝐹𝑖𝑏(𝑘) ≤ 𝐼, 𝑘 = 0, 1, 2, ...,
(2)

where 𝐼 is the identity matrix of appropriate dimension, 𝜔(𝑘)
is a scalar Wiener process (Brownian Motion) on (Ω,ℱ ,𝒫)
with

𝐸[𝜔(𝑘)] = 0, 𝐸[𝜔2(𝑘)] = 1, 𝐸[𝜔(𝑖)𝜔(𝑗)] = 0(𝑖 ∕= 𝑗),
(3)

and 𝜎𝑖: 𝑅𝑛 ×𝑅𝑛 ×𝑅 → 𝑅𝑛, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 is the continuous
function, and is assumed to satisfy that

𝜎𝑇
𝑖 (𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)), 𝑘)𝜎𝑖(𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)), 𝑘) ≤

𝜌𝑖1𝑥
𝑇 (𝑘)𝑥(𝑘) + 𝜌𝑖2𝑥

𝑇 (𝑘 − 𝑑(𝑘))𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘),

𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘) ∈ 𝑅𝑛,

(4)

where 𝜌𝑖1 > 0 and 𝜌𝑖2 > 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 are known constant
scalars. The time-varying function 𝑑(𝑘) : 𝑁+ → 𝑁+ satisfies
the following condition:

0 < 𝑑1 ≤ 𝑑(𝑘) ≤ 𝑑2, ∀𝑘 ∈ 𝑁+

Remark 2.1. It is worth noting that the time delay is a
time-varying function belonging to a given interval, in which
the lower bound of delay is not restricted to zero.

Definition 2.1. The uncertain stochastic switched system (1)
is robustly stable if there exists a switching function 𝛾(.) such
that the zero solution of the uncertain stochastic switched
system is robustly stable.

Definition 2.2. The system of matrices {𝐽𝑖}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁,
is said to be strictly complete if for every 𝑥 ∈ 𝑅𝑛∖{0} there
is 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁} such that 𝑥𝑇𝐽𝑖𝑥 < 0.

It is easy to see that the system {𝐽𝑖} is strictly complete if
and only if

𝑁∪
𝑖=1

𝛼𝑖 = 𝑅𝑛∖{0},

where

𝛼𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 𝑥𝑇𝐽𝑖𝑥 < 0}, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁.

Definition 2.3. The discrete-time system (1) is robustly stable

in the mean square if there exists a positive definite scalar
function 𝑉 (𝑘, 𝑥(𝑘) : 𝑅𝑛 ×𝑅𝑛 → 𝑅 such that

𝐸[Δ𝑉 (𝑘, 𝑥(𝑘))] = 𝐸[𝑉 (𝑘 + 1, 𝑥(𝑘 + 1))− 𝑉 (𝑘, 𝑥(𝑘))] < 0,

along any trajectory of solution of the system (1).

Proposition 2.1. [16] The system {𝐽𝑖}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁,
is strictly complete if there exist 𝛿𝑖 ≥ 0, 𝑖 =
1, 2, . . . , 𝑁,

∑𝑁
𝑖=1 𝛿𝑖 > 0 such that

𝑁∑
𝑖=1

𝛿𝑖𝐽𝑖 < 0.

If 𝑁 = 2 then the above condition is also necessary for the
strict completeness.

Proposition 2.2. (Cauchy inequality) For any symmetric
positive definite marix 𝑁 ∈ 𝑀𝑛×𝑛 and 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅𝑛 we have

+𝑎𝑇 𝑏 ≤ 𝑎𝑇𝑁𝑎+ 𝑏𝑇𝑁−1𝑏.

Proposition 2.3. [16] Let 𝐸,𝐻 and 𝐹 be any constant
matrices of appropriate dimensions and 𝐹𝑇𝐹 ≤ 𝐼. For any
𝜖 > 0, we have

𝐸𝐹𝐻 +𝐻𝑇𝐹𝑇𝐸𝑇 ≤ 𝜖𝐸𝐸𝑇 + 𝜖−1𝐻𝑇𝐻.

III. MAIN RESULTS

Let us set

𝑊𝑖 =

⎡
⎢⎣
𝑊𝑖11 𝑊𝑖12 𝑊𝑖13

∗ 𝑊𝑖22 𝑊𝑖23

∗ ∗ 𝑊𝑖33

⎤
⎥⎦ ,

where

𝑊𝑖11 = 𝑄− 𝑃,

𝑊𝑖12 = 𝑆1 − 𝑆1𝐴𝑖,

𝑊𝑖13 = −𝑆1𝐵𝑖,

𝑊𝑖22 = 𝑃 + 𝑆1 + 𝑆𝑇
1 +𝐻𝑇

𝑖𝑎𝐻𝑖𝑎 + 𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐸
𝑇
𝑖𝑏𝑆

𝑇
1 ,

𝑊𝑖23 = −𝑆1𝐵𝑖,

𝑊𝑖33 = −𝑄+ 2𝐻𝑇
𝑖𝑏𝐻𝑖𝑏 + 2𝜌𝑖2𝐼,

𝐽𝑖 = (𝑑2 − 𝑑1)𝑄− 𝑆1𝐴𝑖 −𝐴𝑇
𝑖 𝑆

𝑇
1 + 2𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐸

𝑇
𝑖𝑎𝑆

𝑇
1

+ 𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐸
𝑇
𝑖𝑏𝑆

𝑇
1 +𝐻𝑇

𝑖𝑎𝐻𝑖𝑎 + 2𝜌𝑖1𝐼,

𝛼𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 𝑥𝑇𝐽𝑖𝑥 < 0}, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁,

𝛼̄1 = 𝛼1, 𝛼̄𝑖 = 𝛼𝑖 ∖
𝑖−1∪
𝑗=1

𝛼̄𝑗 , 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁.

(5)

The main result of this paper is summarized in the following
theorem.
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Theorem 1. The uncertain stochastic switched system
(1) is robustly stable in the mean square if there exist
symmetric positive definite matrices 𝑃 > 0, 𝑄 > 0 and matrix
𝑆1 satisfying the following conditions

(i) ∃𝛿𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁,
∑𝑁

𝑖=1 𝛿𝑖 > 0 :
∑𝑁

𝑖=1 𝛿𝑖𝐽𝑖 < 0.

(ii) 𝑊𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁.

The switching rule is chosen as 𝛾(𝑥(𝑘)) = 𝑖, whenever
𝑥(𝑘) ∈ 𝛼̄𝑖.

Proof. Consider the following Lyapunov-Krasovskii functional
for any 𝑖th system (1)

𝑉 (𝑘) = 𝑉1(𝑘) + 𝑉2(𝑘) + 𝑉3(𝑘),

where

𝑉1(𝑘) = 𝑥𝑇 (𝑘)𝑃𝑥(𝑘), 𝑉2(𝑘) =

𝑘−1∑
𝑖=𝑘−𝑑(𝑘)

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖),

𝑉3(𝑘) =

−𝑑1+1∑
𝑗=−𝑑2+2

𝑘−1∑
𝑙=𝑘+𝑗+1

𝑥𝑇 (𝑙)𝑄𝑥(𝑙),

We can verify that

𝜆1∥𝑥(𝑘)∥2 ≤ 𝑉 (𝑘). (6)

Let us set 𝜉(𝑘) = [𝑥(𝑘)𝑥(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))𝜔(𝑘)]𝑇 , and

𝐻 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

0 𝑃 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , 𝐺 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑃 0 0 0

𝐼 𝐼 0 0

0 0 𝐼 0

0 0 0 𝐼

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Then, the difference of 𝑉1(𝑘) along the solution of the system
(1) and taking the mathematical expectation, we obtained

𝐸[Δ𝑉1(𝑘)] = 𝐸[𝑥𝑇 (𝑘 + 1)𝑃𝑥(𝑘 + 1)− 𝑥𝑇 (𝑘)𝑃𝑥(𝑘)]

= 𝐸[𝜉𝑇 (𝑘)𝐻𝜉(𝑘)− 2𝜉𝑇 (𝑘)𝐺𝑇

⎛
⎜⎜⎜⎝

0.5𝑥(𝑘)

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎠].

(7)

because of

𝜉𝑇 (𝑘)𝐻𝜉(𝑘) = 𝑥(𝑘 + 1)𝑃𝑥(𝑘 + 1),

2𝜉𝑇 (𝑘)𝐺𝑇

⎛
⎜⎜⎜⎝

0.5𝑥(𝑘)

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 𝑥𝑇 (𝑘)𝑃𝑥(𝑘).

Using the expression of system (1)

0 = −𝑆1𝑥(𝑘 + 1) + 𝑆1(𝐴𝑖 + 𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎)𝑥(𝑘)

+𝑆1(𝐵𝑖 + 𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝑆1𝜎𝑖𝜔(𝑘),

0 = −𝜎𝑇
𝑖 𝑥(𝑘 + 1) + 𝜎𝑇

𝑖 (𝐴𝑖 + 𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎)𝑥(𝑘)

+𝜎𝑇
𝑖 (𝐵𝑖 + 𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝜎𝑇

𝑖 𝜎𝑖𝜔(𝑘),

we have

𝐸[−2𝜉𝑇 (𝑘)𝐺𝑇

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0.5𝑥(𝑘)

[−𝑆1𝑥(𝑘 + 1) + 𝑆1(𝐴𝑖 + 𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎)𝑥(𝑘)

+𝑆1(𝐵𝑖 + 𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝑆1𝜎𝑖𝜔(𝑘)]

0

[−𝜎𝑇
𝑖 𝑥(𝑘 + 1) + 𝜎𝑇

𝑖 (𝐴𝑖 + 𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎)𝑥(𝑘)

+𝜎𝑇
𝑖 (𝐵𝑖 + 𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝜎𝑇

𝑖 𝜎𝑖𝜔(𝑘)]

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
]

Therefore, from (7) it follows that

𝐸[Δ𝑉1(𝑘)] = 𝐸[𝑥𝑇 (𝑘)[−𝑃 − 𝑆1𝐴𝑖 − 𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎

−𝐴𝑇
𝑖 𝑆

𝑇
1 −𝐻𝑇

𝑖𝑎𝐹
𝑇
𝑖𝑎(𝑘)𝐸𝑖𝑎𝑆

𝑇
1 ]𝑥(𝑘)

+ 2𝑥𝑇 (𝑘)[𝑆1 − 𝑆1𝐴𝑖 − 𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎]𝑥(𝑘 + 1)

+ 2𝑥𝑇 (𝑘)[−𝑆1𝐵𝑖 − 𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏]𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))

+ 2𝑥𝑇 (𝑘)[−𝑆1𝜎𝑖 − 𝜎𝑇
𝑖 𝐴𝑖 − 𝜎𝑇

𝑖 𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎]𝜔(𝑘)

+ 𝑥(𝑘 + 1)[𝑆1 + 𝑆𝑇
1 ]𝑥(𝑘 + 1)

+ 2𝑥(𝑘 + 1)[−𝑆1𝐵𝑖 − 𝑆1(𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏)]𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))

+ 2𝑥(𝑘 + 1)[𝜎𝑇
𝑖 − 𝑆1𝜎𝑖]𝜔(𝑘)

+ 𝑥𝑇 (𝑘 − 𝑑(𝑘))[−𝜎𝑇
𝑖 𝐵𝑖 − 𝜎𝑇

𝑖 𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏]𝜔(𝑘)

+ 𝜔𝑇 (𝑘)[−2𝜎𝑇
𝑖 𝜎𝑖]𝜔(𝑘)],

By asumption (3), we have

𝐸[Δ𝑉1(𝑘)] = 𝐸[𝑥𝑇 (𝑘)[−𝑃 − 𝑆1𝐴𝑖 − 𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎

−𝐴𝑇
𝑖 𝑆

𝑇
1 −𝐻𝑇

𝑖𝑎𝐹
𝑇
𝑖𝑎(𝑘)𝐸𝑖𝑎𝑆

𝑇
1 ]𝑥(𝑘)

+ 2𝑥𝑇 (𝑘)[𝑆1 − 𝑆1𝐴𝑖 − 𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎]𝑥(𝑘 + 1)

+ 2𝑥𝑇 (𝑘)[−𝑆1𝐵𝑖 − 𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏]𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))

+ 𝑥(𝑘 + 1)[𝑆1 + 𝑆𝑇
1 ]𝑥(𝑘 + 1)

+ 2𝑥(𝑘 + 1)[−𝑆1𝐵𝑖 − 𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏]𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))

− 2𝜎𝑇
𝑖 𝜎𝑖],

Applying Proposition 2.2, Proposition 2.3, condition (2) and
assumption (4), the following estimations hold

−𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎−𝐻𝑇
𝑖𝑎𝐹

𝑇
𝑖𝑎(𝑘)𝐸

𝑇
𝑖𝑎𝑆

𝑇
1 ≤ 𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐸

𝑇
𝑖𝑎𝑆

𝑇
1 +𝐻𝑇

𝑖𝑎𝐻𝑖𝑎,

−2𝑥𝑇 (𝑘)𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐹𝑖𝑎(𝑘)𝐻𝑖𝑎𝑥(𝑘 + 1) ≤
𝑥𝑇 (𝑘)𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐸

𝑇
𝑖𝑎𝑆

𝑇
1 𝑥(𝑘) + 𝑥(𝑘 + 1)𝑇𝐻𝑇

𝑖𝑎𝐻𝑖𝑎𝑥(𝑘 + 1),

−2𝑥𝑇 (𝑘)𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) ≤
𝑥𝑇 (𝑘)𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐸

𝑇
𝑖𝑏𝑆

𝑇
1 𝑥(𝑘) + 𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))𝑇𝐻𝑇

𝑖𝑏𝐻𝑖𝑏𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)),

−2𝑥𝑇 (𝑘 + 1)𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐹𝑖𝑏(𝑘)𝐻𝑖𝑏𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) ≤
𝑥𝑇 (𝑘+1)𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐸

𝑇
𝑖𝑏𝑆

𝑇
1 𝑥(𝑘+1)+𝑥(𝑘−𝑑(𝑘))𝑇𝐻𝑇

𝑖𝑏𝐻𝑖𝑏𝑥(𝑘−𝑑(𝑘)),

−𝜎𝑇
𝑖 (𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)), 𝑘)𝜎𝑖(𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)), 𝑘) ≤
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𝜌𝑖1𝑥
𝑇 (𝑘)𝑥(𝑘) + 𝜌𝑖2𝑥

𝑇 (𝑘 − 𝑑(𝑘))𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘).

Therefore, we have

𝐸[Δ𝑉1(𝑘)] = 𝐸[𝑥𝑇 (𝑘)[−𝑃 − 𝑆1𝐴𝑖 −𝐴𝑇
𝑖 𝑆

𝑇
1

+ 2𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐸
𝑇
𝑖𝑎𝑆

𝑇
1

+ 𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐸
𝑇
𝑖𝑏𝑆

𝑇
1 + 𝑆2𝐸𝑖𝑎𝐸

𝑇
𝑖𝑎𝑆

𝑇
2

+𝐻𝑇
𝑖𝑎𝐻𝑖𝑎 + 2𝜌𝑖1𝐼]𝑥(𝑘)

+ 2𝑥𝑇 (𝑘)[𝑆1 − 𝑆1𝐴𝑖]𝑥(𝑘 + 1)

+ 2𝑥𝑇 (𝑘)[−𝑆1𝐵𝑖 − 𝑆2𝐴𝑖]𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))

+ 𝑥(𝑘 + 1)[𝑆1 + 𝑆𝑇
1 +𝐻𝑇

𝑖𝑎𝐻𝑖𝑎

+ 𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐸
𝑇
𝑖𝑏𝑆

𝑇
1 ]𝑥(𝑘 + 1)

+ 2𝑥(𝑘 + 1)[𝑆2 − 𝑆1𝐵𝑖]𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))

+ 𝑥𝑇 (𝑘 − 𝑑(𝑘))[2𝐻𝑇
𝑖𝑏𝐻𝑖𝑏

+ 2𝜌𝑖2𝐼]𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))],

(8)

The difference of 𝑉2(𝑘) is given by

𝐸[Δ𝑉2(𝑘)] = 𝐸[

𝑘∑
𝑖=𝑘+1−𝑑(𝑘+1)

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖)

−
𝑘−1∑

𝑖=𝑘−𝑑(𝑘)

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖)]

= 𝐸[

𝑘−𝑑1∑
𝑖=𝑘+1−𝑑(𝑘+1)

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖)

+ 𝑥𝑇 (𝑘)𝑄𝑥(𝑘)− 𝑥𝑇 (𝑘 − 𝑑(𝑘))𝑄𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))

+

𝑘−1∑
𝑖=𝑘+1−𝑑1

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖)

−
𝑘−1∑

𝑖=𝑘+1−𝑑(𝑘)

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖)].

(9)

Since 𝑑(𝑘) ≥ 𝑑1 we have

𝑘−1∑
𝑖=𝑘+1−𝑑1

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖)−
𝑘−1∑

𝑖=𝑘+1−𝑑(𝑘)

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖) ≤ 0,

and hence from (9) we have

𝐸[Δ𝑉2(𝑘)] ≤ 𝐸[

𝑘−𝑑1∑
𝑖=𝑘+1−𝑑(𝑘+1)

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖)

+ 𝑥𝑇 (𝑘)𝑄𝑥(𝑘)− 𝑥𝑇 (𝑘 − 𝑑(𝑘))𝑄𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))].
(10)

The difference of 𝑉3(𝑘) is given by

𝐸[Δ𝑉3(𝑘)] = 𝐸[

−𝑑1+1∑
𝑗=−𝑑2+2

𝑘∑
𝑙=𝑘+𝑗

𝑥𝑇 (𝑙)𝑄𝑥(𝑙)

−
−𝑑1+1∑

𝑗=−𝑑2+2

𝑘−1∑
𝑙=𝑘+𝑗+1

𝑥𝑇 (𝑙)𝑄𝑥(𝑙)]

= 𝐸[

−𝑑1+1∑
𝑗=−𝑑2+2

[
𝑘−1∑

𝑙=𝑘+𝑗

𝑥𝑇 (𝑙)𝑄𝑥(𝑙) + 𝑥𝑇 (𝑘)𝑄(𝜉)𝑥(𝑘)

−
𝑘−1∑

𝑙=𝑘+𝑗

𝑥𝑇 (𝑙)𝑄𝑥(𝑙)

− 𝑥𝑇 (𝑘 + 𝑗 − 1)𝑄𝑥(𝑘 + 𝑗 − 1)]]

= 𝐸[

−𝑑1+1∑
𝑗=−𝑑2+2

[𝑥𝑇 (𝑘)𝑄𝑥(𝑘)

− 𝑥𝑇 (𝑘 + 𝑗 − 1)𝑄𝑥(𝑘 + 𝑗 − 1)]]

= 𝐸[(𝑑2 − 𝑑1)𝑥
𝑇 (𝑘)𝑄𝑥(𝑘)

−
𝑘−𝑑1∑

𝑗=𝑘+1−𝑑2

𝑥𝑇 (𝑗)𝑄𝑥(𝑗)].

(11)

Since 𝑑(𝑘) ≤ 𝑑2, and

𝑘−𝑑1∑
𝑖=𝑘=1−𝑑(𝑘+1)

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖)−
𝑘−𝑑1∑

𝑖=𝑘+1−𝑑2

𝑥𝑇 (𝑖)𝑄𝑥(𝑖) ≤ 0,

we obtain from (10) and (11) that

𝐸[Δ𝑉2(𝑘) + Δ𝑉3(𝑘)] ≤ 𝐸[(𝑑2 − 𝑑1 + 1)𝑥𝑇 (𝑘)𝑄𝑥(𝑘)

− 𝑥𝑇 (𝑘 − 𝑑(𝑘))𝑄𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))].
(12)

Therefore, combining the inequalities (8), (12) gives

𝐸[Δ𝑉 (𝑘)] ≤ 𝐸[𝑥𝑇 (𝑘)𝐽𝑖𝑥(𝑘) + 𝜓𝑇 (𝑘)𝑊𝑖𝜓(𝑘)], (13)

where

𝜓(𝑘) = [𝑥(𝑘)𝑥(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))]𝑇 ,

𝑊𝑖 =

⎡
⎢⎣
𝑊𝑖11 𝑊𝑖12 𝑊𝑖13

∗ 𝑊𝑖22 𝑊𝑖23

∗ ∗ 𝑊𝑖33

⎤
⎥⎦ ,

𝑊𝑖11 = 𝑄− 𝑃,

𝑊𝑖12 = 𝑆1 − 𝑆1𝐴𝑖,

𝑊𝑖13 = −𝑆1𝐵𝑖,

𝑊𝑖22 = 𝑃 + 𝑆1 + 𝑆𝑇
1 +𝐻𝑇

𝑖𝑎𝐻𝑖𝑎 + 𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐸
𝑇
𝑖𝑏𝑆

𝑇
1 ,

𝑊𝑖23 = −𝑆1𝐵𝑖,

𝑊𝑖33 = −𝑄+ 2𝐻𝑇
𝑖𝑏𝐻𝑖𝑏 + 2𝜌𝑖2𝐼,

and

𝐽𝑖 = (𝑑2−𝑑1)𝑄−𝑆1𝐴𝑖−𝐴𝑇
𝑖 𝑆

𝑇
1 +2𝑆1𝐸𝑖𝑎𝐸

𝑇
𝑖𝑎𝑆

𝑇
1 +𝑆1𝐸𝑖𝑏𝐸

𝑇
𝑖𝑏𝑆

𝑇
1

+𝐻𝑇
𝑖𝑎𝐻𝑖𝑎 + 2𝜌𝑖1𝐼.
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Therefore, we finally obtain from (13) and the condition (ii)
that

𝐸[Δ𝑉 (𝑘)] < 𝐸[𝑥𝑇 (𝑘)𝐽𝑖𝑥(𝑘)], ∀𝑖 = 1, 2, ...., 𝑁,

𝑘 = 0, 1, 2, ....

We now apply the condition (i) and Proposition 2.1., the
system 𝐽𝑖 is strictly complete, and the sets 𝛼𝑖 and 𝛼̄𝑖 by (5)
are well defined such that

𝑁∪
𝑖=1

𝛼𝑖 = 𝑅𝑛∖{0},

𝑁∪
𝑖=1

𝛼̄𝑖 = 𝑅𝑛∖{0}, 𝛼̄𝑖 ∩ 𝛼̄𝑗 = ∅, 𝑖 ∕= 𝑗.

Therefore, for any 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛, 𝑘 = 1, 2, ..., there exists 𝑖 ∈
{1, 2, . . . , 𝑁} such that 𝑥(𝑘) ∈ 𝛼̄𝑖. By choosing switching
rule as 𝛾(𝑥(𝑘)) = 𝑖 whenever 𝑥(𝑘) ∈ 𝛼̄𝑖, from the condition
(13) we have

𝐸[Δ𝑉 (𝑘)] ≤ 𝐸[𝑥𝑇 (𝑘)𝐽𝑖𝑥(𝑘)] < 0, 𝑘 = 1, 2, ...,

which, combining the condition (6), Definition 2.3 and the
Lyapunov stability theorem [16], concludes the proof of the
theorem in the mean square.

IV. CONCLUSION

This paper has proposed a switching design for the robust
stability of uncertain stochastic switched discrete time-delay
systems with interval time-varying delays. Based on the dis-
crete Lyapunov functional, a switching rule for the robust
stability for the uncertain stochastic switched discrete time-
delay system is designed via linear matrix inequalities.
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Abstract—This paper is concerned with exponential stability
of switched linear systems with interval time-varying delays.
The time delay is any continuous function belonging to a given
interval, in which the lower bound of delay is not restricted to
zero. By constructing a suitable augmented Lyapunov-Krasovskii
functional combined with Leibniz-Newton’s formula, a switching
rule for the exponential stability of switched linear systems with
interval time-varying delays and new delay-dependent sufficient
conditions for the exponential stability of the systems are first
established in terms of LMIs.

I. INTRODUCTION

Switched time-delay systems have been attracting consid-
erable attention during the recent years [1-10], due to the
significance both in theory development and practical appli-
cations. However, it is worth noting that only the state time
delay is considered, and the time delay in the state derivatives
is largely ignored in the existing literature. If each subsystem
of a switched system has time delay in the state derivatives,
then the switched system is called switched neutral system
[10–14]. Switched neutral systems exist widely in engineering
and social systems, many physical plants can be modelled as
switched neutral systems, such as distributed networks and
heat exchanges. For example, in [11–16], a switched neutral
type delay equation with nonlinear perturbations was exploited
to model the drilling system. Unlike other systems, the neutral
has time-delay in both the state and derivative. However, it is
well-known that time-delay in the system may be a source of
instability or bad system performance. Thus many researchers
try to study them to find stability criteria for such system
with time-delay to be stable.Most of the known results on this
problem are derived assuming only that the time-varying delay
ℎ(𝑡) is a continuously differentiable function, satisfying some
boundedness condition on its derivative: ℎ̇(𝑡) ≤ 𝛿 < 1. This
paper gives the improved results for the exponential stability
of switched linear systems with interval time-varying delay.
The time delay is assumed to be a time-varying continuous
function belonging to a given interval, but not necessary to be
differentiable. Specifically, our goal is to develop a construc-
tive way to design switching rule to the exponential stability

of switched linear systems with interval time-varying delay.
By constructing argument Lyapunov functional combined with
LMI technique, we propose new criteria for the exponential
stability of the switched linear system. The delay-dependent
stability conditions are formulated in terms of LMIs.

The paper is organized as follows: Section II presents def-
initions and some well-known technical propositions needed
for the proof of the main results. Delay-dependent exponential
stability conditions of the switched linear system are presented
in Section III.

II. PRELIMINARIES

The following notations will be used in this paper. 𝑅+

denotes the set of all real non-negative numbers; 𝑅𝑛 denotes
the 𝑛−dimensional space with the scalar product ⟨., .⟩ and
the vector norm ∥ . ∥; 𝑀𝑛×𝑟 denotes the space of all
matrices of (𝑛 × 𝑟)−dimensions; 𝐴𝑇 denotes the transpose
of matrix 𝐴; 𝐴 is symmetric if 𝐴 = 𝐴𝑇 ; 𝐼 denotes the
identity matrix; 𝜆(𝐴) denotes the set of all eigenvalues of 𝐴;
𝜆min/max(𝐴) = min/max{Re𝜆;𝜆 ∈ 𝜆(𝐴)}; 𝑥𝑡 := {𝑥(𝑡 + 𝑠) :
𝑠 ∈ [−ℎ, 0]}, ∥𝑥𝑡∥ = sup𝑠∈[−ℎ,0] ∥ 𝑥(𝑡 + 𝑠) ∥; 𝐶([0, 𝑡], 𝑅𝑛)
denotes the set of all 𝑅𝑛−valued continuous functions on
[0, 𝑡]; Matrix 𝐴 is called semi-positive definite (𝐴 ≥ 0) if
⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ ≥ 0, for all 𝑥 ∈ 𝑅𝑛;𝐴 is positive definite (𝐴 > 0)
if ⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ > 0 for all 𝑥 ∕= 0;𝐴 > 𝐵 means 𝐴 − 𝐵 > 0. ∗
denotes the symmetric term in a matrix.

Consider a linear system with interval time-varying delay
of the form

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝛾𝑥(𝑡) +𝐷𝛾𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝑅+,

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ2, 0],
(1)

where 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 is the state; 𝛾(.) : 𝑅𝑛 → 𝒩 :=
{1, 2, . . . , 𝑁} is the switching rule, which is a function
depending on the state at each time and will be designed.
A switching function is a rule which determines a switching
sequence for a given switching system. Moreover, 𝛾(𝑥(𝑡)) = 𝑖
implies that the system realization is chosen as the 𝑖𝑡ℎ system,
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁. It is seen that the system (1) can be viewed as
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an autonomous switched system in which the effective subsys-
tem changes when the state 𝑥(𝑡) hits predefined boundaries.
𝐴𝑖, 𝐷𝑖 ∈ 𝑀𝑛×𝑛, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 are given constant matrices,
and 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶([−ℎ2, 0], 𝑅𝑛) is the initial function with the
norm
∥ 𝜙 ∥= sup𝑠∈[−ℎ2,0]

∥ 𝜙(𝑠) ∥; The time-varying delay
function ℎ(𝑡) satisfies

0 ≤ ℎ1 ≤ ℎ(𝑡) ≤ ℎ2, 𝑡 ∈ 𝑅+.

The stability problem for switched system (1) is to construct
a switching rule that makes the system exponentially stable.

Remark 2.1. It is worth noting that the time delay is a
time-varying function belonging to a given interval, in which
the lower bound of delay is not restricted to zero.

Definition 2.1. Given 𝛼 > 0. The switched linear system (1)
is 𝛼−exponentially stable if there exists a switching rule 𝛾(.)
such that every solution 𝑥(𝑡, 𝜙) of the system satisfies the
following condition

∃𝑁 > 0 : ∥ 𝑥(𝑡, 𝜙) ∥≤ 𝑁𝑒−𝛼𝑡 ∥ 𝜙 ∥, ∀𝑡 ∈ 𝑅+.

We end this section with the following technical well-known
propositions, which will be used in the proof of the main
results.

Definition 2.2. The system of matrices {𝐽𝑖}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁,
is said to be strictly complete if for every 𝑥 ∈ 𝑅𝑛∖{0} there
is 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁} such that 𝑥𝑇𝐽𝑖𝑥 < 0.

It is easy to see that the system {𝐽𝑖} is strictly complete if
and only if

𝑁∪
𝑖=1

𝛼𝑖 = 𝑅𝑛∖{0},

where

𝛼𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 𝑥𝑇𝐽𝑖𝑥 < 0}, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁.

We end this section with the following technical well-known
propositions, which will be used in the proof of the main
results.

Proposition 2.1. [17] The system {𝐽𝑖}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁,
is strictly complete if there exist 𝛿𝑖 ≥ 0, 𝑖 =
1, 2, . . . , 𝑁,

∑𝑁
𝑖=1 𝛿𝑖 > 0 such that

𝑁∑
𝑖=1

𝛿𝑖𝐽𝑖 < 0.

If 𝑁 = 2 then the above condition is also necessary for the
strict completeness.

Proposition 2.2. (Cauchy inequality) For any symmetric
positive definite marix 𝑁 ∈𝑀𝑛×𝑛 and 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅𝑛 we have

+𝑎𝑇 𝑏 ≤ 𝑎𝑇𝑁𝑎+ 𝑏𝑇𝑁−1𝑏.

Proposition 2.3. [18] For any symmetric positive definite
matrix 𝑀 ∈ 𝑀𝑛×𝑛, scalar 𝛾 > 0 and vector function
𝜔 : [0, 𝛾] → 𝑅𝑛 such that the integrations concerned are
well defined, the following inequality holds(∫ 𝛾

0

𝜔(𝑠) 𝑑𝑠

)𝑇

𝑀

(∫ 𝛾

0

𝜔(𝑠) 𝑑𝑠

)
≤

𝛾

(∫ 𝛾

0

𝜔𝑇 (𝑠)𝑀𝜔(𝑠) 𝑑𝑠

)
.

Proposition 2.4. [19] Let 𝐸,𝐻 and 𝐹 be any constant
matrices of appropriate dimensions and 𝐹𝑇𝐹 ≤ 𝐼. For any
𝜖 > 0, we have

𝐸𝐹𝐻 +𝐻𝑇𝐹𝑇𝐸𝑇 ≤ 𝜖𝐸𝐸𝑇 + 𝜖−1𝐻𝑇𝐻.

Proposition 2.5. (Schur complement lemma [20]). Given con-
stant matrices 𝑋,𝑌, 𝑍 with appropriate dimensions satisfying
𝑋 = 𝑋𝑇 , 𝑌 = 𝑌 𝑇 > 0. Then 𝑋 +𝑍𝑇𝑌 −1𝑍 < 0 if and only
if (

𝑋 𝑍𝑇

𝑍 −𝑌

)
< 0 or

(
−𝑌 𝑍

𝑍𝑇 𝑋

)
< 0.

III. MAIN RESULTS

Let us set

ℳ𝑖 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑀11 𝑀12 𝑀13 𝑀14 𝑀15

∗ 𝑀22 0 𝑀24 𝑆2

∗ ∗ 𝑀33 𝑀34 𝑆3

∗ ∗ ∗ 𝑀44 𝑀45

∗ ∗ ∗ ∗ 𝑀55

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐽𝑖 = 𝑄− 𝑆1𝐴𝑖 −𝐴𝑇
𝑖 𝑆

𝑇
1 ,

𝛼𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : 𝑥𝑇𝐽𝑖𝑥 < 0}, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁,

𝛼̄1 = 𝛼1, 𝛼̄𝑖 = 𝛼𝑖 ∖
𝑖−1∪
𝑗=1

𝛼̄𝑗 , 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑁,

𝜆1 = 𝜆min(𝑃 ),

𝜆2 = 𝜆max(𝑃 ) + 2ℎ2𝜆max(𝑄),

(2)

𝑀11 = 𝐴𝑇
𝑖 𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 + 2𝛼𝑃 +𝑄,

𝑀12 = −𝑆2𝐴𝑖, 𝑀13 = −𝑆3𝐴𝑖,

𝑀14 = 𝑃𝐷𝑖 − 𝑆1𝐷𝑖 − 𝑆4𝐴𝑖, 𝑀15 = 𝑆1 − 𝑆5𝐴𝑖,

𝑀22 = −𝑒−2𝛼ℎ1𝑄, 𝑀24 = −𝑆2𝐷𝑖,

𝑀33 = −𝑒−2𝛼ℎ2𝑄, 𝑀34 = −𝑆3𝐷𝑖,

𝑀44 = −𝑆4𝐷𝑖, 𝑀45 = 𝑆4 − 𝑆5𝐷𝑖,

𝑀55 = 𝑆5 + 𝑆
𝑇
5 .

The main result of this paper is summarized in the following
theorem.
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Theorem 1. Given 𝛼 > 0. The zero solution of the
switched linear system (1) is 𝛼−exponentially stable if there
exist symmetric positive definite matrices 𝑃,𝑄, and matrices
𝑆𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 5 such that satisfying the following conditions

(i) ∃𝛿𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁,
∑𝑁

𝑖=1 𝛿𝑖 > 0 :
∑𝑁

𝑖=1 𝛿𝑖𝐽𝑖 < 0.

(ii) ℳ𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁.

Moreover, the solution 𝑥(𝑡, 𝜙) of the system satisfies

∥ 𝑥(𝑡, 𝜙) ∥≤
√
𝜆2
𝜆1
𝑒−𝛼𝑡 ∥ 𝜙 ∥, ∀𝑡 ∈ 𝑅+.

Proof. We consider the following Lyapunov-Krasovskii func-
tional for the system (1)

𝑉 (𝑡, 𝑥𝑡) =
3∑

𝑖=1

𝑉𝑖,

where

𝑉1 = 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃𝑥(𝑡),

𝑉2 =

∫ 𝑡

𝑡−ℎ1

𝑒2𝛼(𝑠−𝑡)𝑥𝑇 (𝑠)𝑄𝑥(𝑠) 𝑑𝑠,

𝑉3 =

∫ 𝑡

𝑡−ℎ2

𝑒2𝛼(𝑠−𝑡)𝑥𝑇 (𝑠)𝑄𝑥(𝑠) 𝑑𝑠.

It easy to check that

𝜆1 ∥ 𝑥(𝑡) ∥2≤ 𝑉 (𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝜆2 ∥ 𝑥𝑡 ∥2, ∀𝑡 ≥ 0, (3)

Taking the derivative of 𝑉1 along the solution of system (1)
we have

𝑉1 =2𝑥𝑇 (𝑡)𝑃 𝑥̇(𝑡)

=2𝑥𝑇 (𝑡)[𝐴𝑇
𝑖 𝑃 +𝐴𝑖𝑃 ]𝑥(𝑡) + 2𝑥𝑇 (𝑡)𝑃𝐷𝑖𝑥(𝑡− ℎ(𝑡));

𝑉2 =𝑥𝑇 (𝑡)𝑄𝑥(𝑡)− 𝑒−2𝛼ℎ1𝑥𝑇 (𝑡− ℎ1)𝑄𝑥(𝑡− ℎ1)− 2𝛼𝑉2;

𝑉3 =𝑥𝑇 (𝑡)𝑄𝑥(𝑡)− 𝑒−2𝛼ℎ2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ2)𝑄𝑥(𝑡− ℎ2)− 2𝛼𝑉3.

Therefore, we have

𝑉̇ (.) + 2𝛼𝑉 (.) ≤2𝑥𝑇 (𝑡)[𝐴𝑇
𝑖 𝑃 +𝐴𝑖𝑃 + 2𝛼𝑃 + 2𝑄)]𝑥(𝑡)

+ 2𝑥𝑇 (𝑡)𝑃𝐷𝑖𝑥(𝑡− ℎ(𝑡))
− 𝑒−2𝛼ℎ1𝑥𝑇 (𝑡− ℎ1)𝑄𝑥(𝑡− ℎ1)
− 𝑒−2𝛼ℎ2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ2)𝑄𝑥(𝑡− ℎ2).

(4)

By using the following identity relation

𝑥̇(𝑡)−𝐴𝑖𝑥(𝑡)−𝐷𝑖𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)) = 0,

we have

2𝑥𝑇 (𝑡)𝑆1𝑥̇(𝑡)− 2𝑥𝑇 (𝑡)𝑆1𝐴𝑖𝑥(𝑡)

− 2𝑥𝑇 (𝑡)𝑆1𝐷𝑖𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)) = 0

2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ1)𝑆2𝑥̇(𝑡)− 2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ1)𝑆2𝐴𝑖𝑥(𝑡)

− 2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ1)𝑆2𝐷𝑖𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)) = 0

2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ2)𝑆3𝑥̇(𝑡)− 2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ2)𝑆3𝐴𝑖𝑥(𝑡)

− 2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ2)𝑆3𝐷𝑖𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)) = 0

2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ(𝑡))𝑆4𝑥̇(𝑡)− 2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ(𝑡))𝑆4𝐴𝑖𝑥(𝑡)

− 2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ(𝑡))𝑆4𝐷𝑖𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)) = 0

2𝑥̇𝑇 (𝑡)𝑆5𝑥̇(𝑡)− 2𝑥̇𝑇 (𝑡)𝑆5𝐴𝑖𝑥(𝑡)

− 2𝑥̇𝑇 (𝑡)𝑆5𝐷𝑖𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)) = 0

(5)

Adding all the zero items of (5) into (4), we obtain

𝑉̇ (.) + 2𝛼𝑉 (.) ≤ 𝑥𝑇 (𝑡)[𝐴𝑇
𝑖 𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 + 2𝛼𝑃 − 𝑆1𝐴𝑖

−𝐴𝑇
𝑖 𝑆

𝑇
1 + 2𝑄]𝑥(𝑡)

+ 2𝑥𝑇 (𝑡)[𝑒−2𝛼ℎ1𝑅− 𝑆2𝐴𝑖]𝑥(𝑡− ℎ1)
+ 2𝑥𝑇 (𝑡)[−𝑆3𝐴𝑖]𝑥(𝑡− ℎ2) + 2𝑥𝑇 (𝑡)[𝑃𝐷𝑖

− 𝑆1𝐷𝑖 − 𝑆4𝐴𝑖]𝑥(𝑡− ℎ(𝑡))
+ 2𝑥𝑇 (𝑡)[𝑆1 − 𝑆5𝐴𝑖]𝑥̇(𝑡)

+ 𝑥𝑇 (𝑡− ℎ1)[−𝑒−2𝛼ℎ1𝑄]𝑥(𝑡− ℎ1)
+ 2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ1)[−𝑆2𝐷𝑖]𝑥(𝑡− ℎ(𝑡))
+ 2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ1)𝑆2𝑥̇(𝑡)
+ 𝑥𝑇 (𝑡− ℎ2)[−𝑒−2𝛼ℎ2𝑄]𝑥(𝑡− ℎ2)
+ 𝑥𝑇 (𝑡− ℎ2)[−𝑆3𝐷𝑖]𝑥(𝑡− ℎ(𝑡))
+ 2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ2)𝑆3𝑥̇(𝑡)
+ 𝑥𝑇 (𝑡− ℎ(𝑡))[−𝑆4𝐷𝑖]𝑥(𝑡− ℎ(𝑡))
+ 2𝑥𝑇 (𝑡− ℎ(𝑡))[𝑆4 − 𝑆5𝐷𝑖]𝑥̇(𝑡)

+ 𝑥̇𝑇 (𝑡)[𝑆5 + 𝑆
𝑇
5 ]𝑥̇(𝑡)

= 𝑥𝑇 (𝑡)𝐽𝑖𝑥(𝑡) + 𝜁
𝑇 (𝑡)ℳ𝑖𝜁(𝑡),

(6)

where

𝜁(𝑡) = [𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− ℎ1), 𝑥(𝑡− ℎ2), 𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)), 𝑥̇(𝑡)],

𝐽𝑖 = 𝑄− 𝑆1𝐴𝑖 −𝐴𝑇
𝑖 𝑆

𝑇
1 ,
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ℳ𝑖 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑀11 𝑀12 𝑀13 𝑀14 𝑀15

∗ 𝑀22 0 𝑀24 𝑆2

∗ ∗ 𝑀33 𝑀34 𝑆3

∗ ∗ ∗ 𝑀44 𝑀45

∗ ∗ ∗ ∗ 𝑀55

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑀11 = 𝐴𝑇
𝑖 𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 + 2𝛼𝑃 +𝑄,

𝑀12 = −𝑆2𝐴𝑖, 𝑀13 = −𝑆3𝐴𝑖,

𝑀14 = 𝑃𝐷𝑖 − 𝑆1𝐷𝑖 − 𝑆4𝐴𝑖, 𝑀15 = 𝑆1 − 𝑆5𝐴𝑖,

𝑀22 = −𝑒−2𝛼ℎ1𝑄, 𝑀24 = −𝑆2𝐷𝑖,

𝑀33 = −𝑒−2𝛼ℎ2𝑄, 𝑀34 = −𝑆3𝐷𝑖,

𝑀44 = −𝑆4𝐷𝑖, 𝑀45 = 𝑆4 − 𝑆5𝐷𝑖,

𝑀55 = 𝑆5 + 𝑆
𝑇
5 .

Therefore, we finally obtain from (6) and the condition (ii)
that

𝑉̇ (.) + 2𝛼𝑉 (.) < 𝑥𝑇 (𝑡)𝐽𝑖𝑥(𝑡), ∀𝑖 = 1, 2, ...., 𝑁, 𝑡 ∈ 𝑅+.

We now apply the condition (i) and Proposition 2.1., the
system 𝐽𝑖 is strictly complete, and the sets 𝛼𝑖 and 𝛼̄𝑖 by (2)
are well defined such that

𝑁∪
𝑖=1

𝛼𝑖 = 𝑅𝑛∖{0},

𝑁∪
𝑖=1

𝛼̄𝑖 = 𝑅𝑛∖{0}, 𝛼̄𝑖 ∩ 𝛼̄𝑗 = ∅, 𝑖 ∕= 𝑗.

Therefore, for any 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 ∈ 𝑅+, there exists 𝑖 ∈
{1, 2, . . . , 𝑁} such that 𝑥(𝑡) ∈ 𝛼̄𝑖. By choosing switching
rule as 𝛾(𝑥(𝑡)) = 𝑖 whenever 𝛾(𝑥(𝑡)) ∈ 𝛼̄𝑖, from (6) we have

𝑉̇ (.) + 2𝛼𝑉 (.) ≤ 𝑥𝑇 (𝑡)𝐽𝑖𝑥(𝑡) < 0, 𝑡 ∈ 𝑅+,

and hence

𝑉̇ (𝑡, 𝑥𝑡) ≤ −2𝛼𝑉 (𝑡, 𝑥𝑡), ∀𝑡 ∈ 𝑅+. (7)

Integrating both sides of (7) from 0 to 𝑡, we obtain

𝑉 (𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑉 (𝜙)𝑒−2𝛼𝑡, ∀𝑡 ∈ 𝑅+.

Furthermore, taking condition (3) into account, we have

𝜆1 ∥ 𝑥(𝑡, 𝜙) ∥2≤ 𝑉 (𝑥𝑡) ≤ 𝑉 (𝜙)𝑒−2𝛼𝑡 ≤ 𝜆2𝑒
−2𝛼𝑡 ∥ 𝜙 ∥2,

then

∥ 𝑥(𝑡, 𝜙) ∥≤
√
𝜆2
𝜆1
𝑒−𝛼𝑡 ∥ 𝜙 ∥, 𝑡 ∈ 𝑅+,

which concludes the proof by the Lyapunov stability theorem
[21].

IV. CONCLUSION

This paper has proposed a switching design for the expo-
nential stability of switched linear systems with interval time-
varying delays. Based on the improved Lyapunov-Krasovskii
functional, a switching rule for the exponential stability for
the system is designed via linear matrix inequalities.
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Design of guaranteed cost controller

Introduction

In this paper, we investigate the guaranteed cost control for
Hopfield delayed neural networks problem. The novel features here
are that the delayed neural network under consideration is with
various globally Lipschitz continuous activation functions, and the
time-varying delay function is interval, non-differentiable. A
nonlinear cost function is considered as a performance measure for
the closed-loop system. The stabilizing controllers to be designed
must satisfy some exponential stability constraints on the
closed-loop poles. Based on constructing a set of augmented
Lyapunov-Krasovskii functionals combined with Newton-Leibniz
formula, new delay-dependent criteria for guaraneed cost control
via memoryless feedback control is established in terms of LMIs,
which allow simultaneous computation of two bounds that
characterize the exponential stability rate of the solution and can
be easily determined by utilizing MATLABs LMI Control Toolbox.
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Design of guaranteed cost controller

Main Results

Consider the following Hopfield neural networks with interval
time-varying delay:

ẋ(t) =− Aγ(t)x(t) +W0γ(t)f (x(t)) +W1γ(t)g(x(t − h(t)))

+ Bγ(t)u(t), t ≥ 0,

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h1, 0],

(1)

where x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]
T ∈ Rn is the state of the

neural, u(.) ∈ L2([0, t],Rm) is the control; n is the number of
neurals, and

f (x(t)) = [f1(x1(t)), f2(x2(t)), . . . , fn(xn(t))]
T ,

g(x(t)) = [g1(x1(t)), g2(x2(t)), . . . , gn(xn(t))]
T ,

are the activation functions;

Grienggrai Rajchakit Guaranteed cost control for Hopfield neural networks with interval time-varying delay
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Main Results

A = diag(a1, a2, . . . , an), ai > 0 represents the self-feedback term;
B ∈ Rn×m is control input matrix; W0,W1 denote the connection
weights, the discretely delayed connection weights and the
distributively delayed connection weight, respectively; The
time-varying delay function h(t) satisfies the condition

0 ≤ h0 ≤ h(t) ≤ h1,

The initial functions ϕ(t) ∈ C 1([−h1, 0],R
n), with the norm

∥ϕ∥ = supt∈[−h1,0]

√
∥ϕ(t)∥2 + ∥ϕ̇(t)∥2.

In this paper we consider various activation functions and assume
that the activation functions f (.), g(.) are Lipschitzian with the
Lipschitz constants fi , ei > 0 :
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Main Results

|fi (ξ1)− fi (ξ2)| ≤ fi |ξ1 − ξ2|, i = 1, 2, . . . , n, ∀ξ1, ξ2 ∈ R,
|gi (ξ1)− gi (ξ2)| ≤ ei |ξ1 − ξ2|, i = 1, 2, . . . , n, ∀ξ1, ξ2 ∈ R,

(2)

The performance index associate with the system (1) is the
following function

J =

∫ ∞

0
f 0(t, x(t), x(t − h(t)), u(t))dt, (3)

where f 0(t, x(t), x(t − h(t)), u(t)) : R+ ×Rn ×Rn ×Rm → R+, is
a nonlinear cost function satisfies

∃Q1,Q2,R : f 0(t, x , y , u) ≤ Q1x , x + Q2y , y + Ru, u, (4)
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Main Results

for all (t, x , u) ∈ R+ × Rn × Rm and Q1,Q2 ∈ Rn×n,R ∈ Rm×m,
are given symmetric positive definite matrices. The objective of
this paper is to design a memoryless state feedback controller
u(t) = Kx(t) for system (1) and the cost function (3) such that
the resulting closed-loop system

ẋ(t) = (A+ BK )x(t) +W0f (x(t)) +W1g(x(t − h(t))), (5)

is exponentially stable and the closed-loop value of the cost
function (3) is minimized.
Definition 1 Given α > 0. The zero solution of closed-loop system
(5) is α−exponentially stabilizable if there exist a positive number
N > 0 such that every solution x(t, ϕ) satisfies the following
condition:

∥ x(t, ϕ) ∥≤ Ne−αt ∥ ϕ ∥, ∀t ≥ 0.
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Main Results

Definition 2 Consider the control system (1). If there exist a
memoryless state feedback control law u∗(t) = Kx(t) and a
positive number J∗ such that the zero solution of the closed-loop
system (5) is exponentially stable and the cost function (3) satisfies
J ≤ J∗, then the value J∗ is a guaranteed costant and u∗(t) is a
guaranteed cost control law of the system and its corresponding
cost function.We introduce the following technical well-known
propositions, which will be used in the proof of our results.
Proposition 1(Schur complement lemma [17]). Given constant
matrices X ,Y ,Z with appropriate dimensions satisfying
X = XT ,Y = Y T > 0. Then X + ZTY−1Z < 0 if and only if(

X ZT

Z −Y

)
< 0.
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Proposition 2(Integral matrix inequality [18]). For any symmetric
positive definite matrix M > 0, scalar γ > 0 and vector function
ω : [0, γ] → Rn such that the integrations concerned are well
defined, the following inequality holds(∫ γ

0
ω(s) ds

)T

M

(∫ γ

0
ω(s) ds

)
≤ γ

(∫ γ

0
ωT (s)Mω(s) ds

)
In this section, we give a design of memoryless guaranteed
feedback cost control for neural networks (1). Let us set

W11 = −[P + αI ]A− AT [P + αI ]− 2BBT + 0.25BRBT +
1∑

i=0

Gi ,

W12 = P + AP + 0.5BBT ,

W13 = e−2αh0H0 + 0.5BBT + AP,
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W14 = 2e−2αh1H1 + 0.5BBT + AP,

W15 = P0.5BBT + AP,

W22 =
1∑

i=0

WiDiW
T
i +

1∑
i=0

h2i Hi + (h1 − h0)U − 2P − BBT ,

W23 = P , W24 = P, W25 = P ,

W33 = −e−2αh0G0 − e−2αh0H0 − e−2αh1U +
1∑

i=0

WiDiW
T
i ,

W34 = 0, W35 = −2αh1U,

W44 =
1∑

i=0

WiDiW
T
i − e−2αh1U − e−2αh1G1 − e−2αh1H1,
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W45 = e−2αh1U,

W55 = −e−2αh1U +W0D0W
T
0 ,

E = diag{ei , i = 1, . . . , n}, F = diag{fi , i = 1, . . . , n},
λ1 = λmin(P

−1),

λ2 = λmax(P
−1) + h0λmax[P

−1(
1∑

i=0

Gi )P
−1]

+ h21λmax[P
−1(

1∑
i=0

Hi )P
−1] + (h1 − h0)λmax(P

−1UP−1).
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Theorem 1 Consider control system (1) and the cost function (3).
If there exist symmetric positive definite matrices
P,U,G0,G1,H0,H1, and diagonal positive definite matrices
Di , i = 0, 1 satisfying the following LMIs

W11 W12 W13 W14 W15

∗ W22 W23 W24 W25

∗ ∗ W33 W34 W35

∗ ∗ ∗ W44 W45

∗ ∗ ∗ ∗ W55

 < 0, (6)
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−PA− ATP −
∑1

i=0 e
−2αhiHi 2PF PQ1

∗ −D0 0

∗ ∗ −Q−1
1

 < 0, (7)

W1D1W
T
1 − e−2αh1U 2PE PQ2

∗ −D1 0

∗ ∗ −Q−1
2

 < 0, (8)

then

u(t) = −1

2
BTP−1x(t), t ≥ 0. (9)

is a guaranteed cost control and the guaranteed cost value is given
by

J∗ = λ2∥ϕ∥2.
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Moreover, the solution x(t, ϕ) of the system satisfies

∥ x(t, ϕ) ∥≤
√

λ1

λ2
e−αt ∥ ϕ ∥, ∀t ≥ 0.

Proof. Let Y = P−1, y(t) = Yx(t). Using the feddback control (5)
we consider the following Lyapunov-Krasovskii functional

V (t, xt) =
6∑

i=1

Vi (t, xt),

V1 = xT (t)Yx(t),

V2 =

∫ t

t−h0

e2α(s−t)xT (s)YG0Yx(s) ds,

V3 =

∫ t

t−h1

e2α(s−t)xT (s)YG1Yx(s) ds,
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V4 = h0

∫ 0

−h0

∫ t

t+s
e2α(τ−t)ẋT (τ)YH0Y ẋ(τ) dτ ds,

V5 = h1

∫ 0

−h1

∫ t

t+s
e2α(τ−t)ẋT (τ)YH1Y ẋ(τ) dτ ds,

V6 = (h1 − h0)

∫ t−h0

t−h1

∫ t

t+s
e2α(τ−t)ẋT (τ)YUY ẋ(τ) dτ ds.

It easy to check that

λ1 ∥ x(t) ∥2≤ V (t, xt) ≤ λ2 ∥ xt ∥2, ∀t ≥ 0, (10)
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Taking the derivative of Vi , 1, 2, ..., 6, we have

V̇1 =2xT (t)Y ẋ(t)

=yT (t)[−PAT − AP]y(t)− yT (t)BBT y(t)

+ 2yT (t)W0f (.)y(t) + 2yT (t)W1g(.)y(t)

V̇2 =yT (t)G0y(t)− e−2αh0yT (t − h0)G0y(t − h0)− 2αV2;

V̇3 =yT (t)G1y(t)− e−2αh1yT (t − h1)G1y(t − h1)− 2αV3;

V̇4 =h20ẏ
T (t)H0ẏ(t)− h1e

−2αh0

∫ t

t−h0

ẋT (s)H0ẋ(s) ds − 2αV4;

V̇5 =h21ẏ
T (t)H1ẏ(t)− h1e

−2αh1

∫ t

t−h1

ẏT (s)H1ẏ(s) ds − 2αV5;
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V̇6 =(h1 − h0)
2ẏT (t)Uẏ(t)

− (h1 − h0)e
−2αh1

∫ t−h0

t−h1

ẏT (s)Uẏ(s) ds − 2αV6.

we obtain

V̇ (.) + 2αV (.) ≤ζT (t)Eζ(t) + yT (t)S1y(t)

+ yT (t − h(t))S2y(t − h(t))

− f 0(t, x(t), x(t − h(t)), u(t))

(11)
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where
ζ(t) = [y(t), ẏ(t), y(t − h0), y(t − h1), y(t − h(t)), f (.), g(.)], and

E =


W11 W12 W13 W14 W15

∗ W22 W23 W24 W25

∗ ∗ W33 W34 W35

∗ ∗ ∗ W44 W45

∗ ∗ ∗ ∗ W55



S1 = −PA− ATP −
1∑

i=0

e−2αhiHi + 4PFD−1
0 FP + PQ1P,

S2 = W1D1W
T
1 − e−2αh2U + 4PED−1

1 EP + PQ2P.
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Note that by the Schur complement lemma, Proposition 1, the
conditions S1 < 0 and S2 < 0 are equivalent to the conditions (7)
and (8), respectively. Therefore, by condition (6), (7), (8), we
obtain from (11) that

V̇ (t, xt) ≤ −2αV (t, xt), ∀t ≥ 0. (12)

Integrating both sides of (12 ) from 0 to t, we obtain

V (t, xt) ≤ V (ϕ)e−2αt , ∀t ≥ 0.

Furthermore, taking condition (10) into account, we have
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λ1 ∥ x(t, ϕ) ∥2≤ V (xt) ≤ V (ϕ)e−2αt ≤ λ2e
−2αt ∥ ϕ ∥2,

then

∥ x(t, ϕ) ∥≤
√

λ2

λ1
e−αt ∥ ϕ ∥, t ≥ 0,

which concludes the exponential stability of the closed-loop system
(5). To prove the optimal level of the cost function (3), we derive
from (11) and (6) - (8) that

V̇ (t, zt) ≤ −f 0(t, x(t), x(t − h(t)), u(t)), t ≥ 0. (13)

Integrating both sides of (13) from 0 to t leads to
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∫ t

0
f 0(t, x(t), x(t−h(t)), u(t))dt ≤ V (0, z0)−V (t, zt) ≤ V (0, z0),

dute to V (t, zt) ≥ 0. Hence, letting t → +∞, we have

J =

∫ ∞

0
f 0(t, x(t), x(t−h(t)), u(t))dt ≤ V (0, z0) ≤ λ2∥ϕ∥2 = J∗.

This completes the proof of the theorem.

Grienggrai Rajchakit Guaranteed cost control for Hopfield neural networks with interval time-varying delay



.....
.
....

.
....

.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....
.
....
.
....
.
....
.
.....

.
....

.
.....

.
....

.
....

.

Design of guaranteed cost controller

Main Results

Example 1 Consider the neural networks with interval time-varying
delays (1), where

A =

[
0.1 0
0 0.3

]
,W0 =

[
−0.1 0.2
0.3 −0.3

]
,W1 =

[
−0.2 0.1
0.2 −0.4

]
,B =

[
0.1
0.2

]
,

E =

[
0.3 0
0 0.4

]
,F =

[
0.2 0
0 0.3

]
,Q1 =

[
0.2 0.1
0.1 0.4

]
,Q2 =

[
0.3 0.2
0.2 0.5

]
,

R =

[
0.1 0.1
0.1 0.3

]
,

{
h(t) = 0.1 + 1.1 sin2 t if t ∈ I = ∪k≥0[2kπ, (2k + 1)π]

h(t) = 0 if t ∈ R+ \ I,
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Note that h(t) is non-differentiable, therefore, the stability criteria
proposed in [5, 6, 7, 12, 15] are not applicable to this system.
Given α = 0.3, h0 = 0.1, h1 = 1.2, by using the Matlab LMI
toolbox, we can solve for P,U,G0,G1,H0,H1,D0, and D1 which
satisfy the conditions (3.1)-(3.3) in Theorem 1 A set of solutions
are

P =

[
2.4272 −0.2546
−0.2546 1.3172

]
, U =

[
7.3269 −0.1820
−0.1820 7.6681

]
,

G0 =

[
4.4596 0.0397
0.0397 4.2369

]
, G1 =

[
5.2694 0.0114
0.0114 5.0125

]
,

H0 =

[
4.6455 0.0452
0.0452 4.5104

]
, H1 =

[
5.3005 0.0233
0.0233 5.2306

]
,

D0 =

[
6.0011 0

0 6.0011

]
, D1 =

[
5.7809 0

0 5.7809

]
.
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Then
u(t) = −0.0292x1(t)− 0.0816x2(t), t ≥ 0

is a guaranteed cost control law and the cost given by

J∗ = 15.4631 ∥ϕ∥2 .

Moreover, the solution x(t, ϕ) of the system satisfies

∥x(t, ϕ)∥ ≤ 0.1614e−0.3t ∥ϕ∥ , ∀t ≥ 0.
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Conclusions

In this paper, the problem of guaranteed cost control for Hopfield
neural networks with interval nondifferentiable time-varying delay
has been studied. A nonlinear quadratic cost function is considered
as a performance measure for the closed-loop system. The
stabilizing controllers to be designed must satisfy some exponential
stability constraints on the closed-loop poles. By constructing a set
of time-varying Lyapunov-Krasovskii functional combined with
Newton-Leibniz formula, a memoryless state feedback guaranteed
cost controller design has been presented and sufficient conditions
for the existence of the guaranteed cost state-feedback for the
system have been derived in terms of LMIs.
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